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Die Theorie der Kontinua - ein Gebiet,

in dem die Anschauung teilweise versagt

Werner Gihler®”

An den Anfang dieses Beitrages sei ein Zitat aus dem berithmten 1914 erschienenen Lehr-
buch von FELIX HAUSDORFF ,,Grundziige der Mengenlehre® ([29]) gestelit. Dieses Zitat
bezieht sich einerseits direkt auf die Mengenlehre, andererseits aber auch auf die allge-
meine Topologie. Es lautet:

... in einem Gebiet. wo schlechthin nichts selbstverstindlich und das Richtige haufig
paradox, das Plausible falsch ist, gibt es aufler der liickenlosen Deduktion kaum ein
Mittel. sich und den Leser vor Tduschungen zu bewahren.

In der Theorie der Kontinua, auf die im folgenden eingegangen wird, tritt das Phino-
men, daf die Anschauung versagt, teilweise recht drastisch auf. Diese Theorie ist im
besonderen Mafle geometrisch, so dafl im allgemeinen eine starke Anschaulichkeit vorhan-
den ist. Das Versagen bezieht sich nun einerseits auf die Erwartung von Aussagen, was
in der Regel auf eine ungeeignete Vorstellung der benutzten Begriffe zuriickzufiihren ist.
In nicht wenigen Fillen bleibt aber auch nach strenger mathematischer Herleitung, deren
Richtigkeit auf keinen Fall angezweifelt wird, ein gewisses Unbehagen zuriick. Es betrifft
das Unvermdgen, die betreffende Herleitung voll anschaulich nachzuvollziehen. Haufig
handelt es sich dabei um Grenzprozesse.

Die Theorie der Kontinua hat HAUSDORFF in seine 1927 erschienene ,Mengenlehre* ([30])
aufgenommen. Der von ihm benutze Begriff des Kontinuums ist allerdings allgemeiner
als der jetzt iibliche, wenn man davon absieht, daBl die in HAUSDORFFs Buch benutzten
topologischen Begriffe - von einigen Anmerkungen abgesehen - lediglich fiir metrische
Riume ausgesprochen sind. Eine derartige Beschrinkung auf metrische Riume ergab
sich bedauerlicherweise auf Grund der notwendigen Umfangseinschrankung im Vergleich
zu seinem 1914 erschienenen Buch [29]. Auf sie weist HAUSDORFF im Vorwort seiner
»Mengenlehre* hin.

Nach HAUSDORFF ist ein Kontinuum eine abgeschlossene und zusammenhingende Menge.
Heute versteht man unter einem Kontinuum speziell eine kompakte und zusammen-
hiangende Teilmenge eines topologischen Raumes, der dem zweiten Trennungsaxiom ge-
niigt. Dieses Trennungsaxiom besagt, da voneinander verschiedene Punkte des Raumes
disjunkte Umgebungen besitzen.
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HAUSDORFF hat in seinem 1914 erschienenen Buch topologische Riume eingefiihrt, wo-
bei er den Umgebungsbegriff zur Grundlage nahm. Abgesehen von einer gewissen Ein-
schriankung stammt somit der Begriff des topologischen Raumes von ihm. Genau ge-
nommen beschreibt HAUSDORFF in [29] die Topologien durch Vorgabe von Umgebungs-
basen, wobei er lediglich offene Umgebungen betrachtet. In Kapitel VIII von [29] geht er
dann auf die Aquivalenz von Umgebungsbasen ein. HAUSDORFF forderte von vornher-
ein das zweite Trennungsaxiom, das allerdings spéter in der allgemeinen Definition des
Topologiebegriffes weggelassen wurde. Topologische Raume, die diesem Trennungsaxiom
geniigen, werden heute HAUSDORFF zu Ehren als Hausdorffriume bezeichnet. Eine
Abschwichung des Umgebungsbegriffs, mit der auch nicht offene Umgebungen zugelassen
sind, nahm FRECHET 1928 in seiner Arbeit [18] vor.

1922 schlug KuRATOWSKI ([38]) eine andere Definition des Topologiebegriffs vor, die zu
der HAusDORFFschen Definition dquivalent ist und bei der der abgeschlossene Hiille-
noperator vorgegeben ist. Dieser ordnet jeder Teilmenge A des Raumes die Menge A
aller ihrer Beriihrpunkte zu. Eine Menge A heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Beriihrpunkte enthilt, also A = A gilt. Die Komplemente der abgeschlossenen Mengen
sind die offenen Mengen. Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie Umgebung jedes
ihrer Punkte ist. Auf eine jetzt hidufig benutzte dquivalente Definition des Begriffs des
topologischen Raumes, bei der die offenen Mengen axiomatisch vorgegeben sind, hat als
erster TIETZE 1923 in [56] hingewiesen.

Das Wort Topologie wurde iibrigens zum ersten Male bereits 1847 benutzt, und zwar von
E. LISTING, einem Schiiler von GAUSS. Er schrieb eine Arbeit mit dem Titel ,,Vorstudien
zur Topologie*, die in Richtung Graphen- und Knotentheorie ging. Der Name Topologie
hat sich aber erst in diesem Jahrhundert durchgesetzt.

Nochmals zu den Kontinua-Definitionen. Sicher hat auch die HAUSDORFFsche Definition
etwas fiir sich. In seinem Sinne sind zum Beispiel die Geraden Kontinua, im heutigen
Sinne sind sie es nicht. Der Grund, weshalb sich die Bezeichnung fiir den heutigen Begriff
durchgesetzt hat, liegt sicher mit daran, daf8 sich fiir thn mehr abgerundete Ergebnisse
erzielen lassen. Wir gehen darauf in einem Beispiel noch genauer ein. Im weiteren soll
die Bezeichnung Kontinuum im jetzt iiblichen Sinne verwendet werden.

Wir wollen als néchstes auf die Begriffe ,,zusammenhéingend® und , kompakt* zu sprechen
kommen.

In HAUSDORFFs 1914 erschienenem Lehrbuch ([29]) wurde zum ersten Male ein sy-
stematisches Studium des Begriffs des Zusammenhanges durchgefiihrt. Eine Teilmenge
eines topologischen Raumes heifit zusammenhiingend, wenn sie - als Teilraum - nicht
in zwei disjunkte, nicht leere, abgeschlossene Mengen A und B zerlegt werden kann.
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AU Bnicht zusammenhingend

Abb.1

Hiufig stellt man sich unter einer zusammenhingenden Menge eine bogenweise zusam-
menhingende Menge vor, was im allgemeinen nicht richtig ist.

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes heifit bogenweise zusammenhéngend,
wenn es fiir beliebige Punkte a und b von A einen in A liegenden Weg gibt, der a mit
b verbindet, wenn also eine stetige Abbildung w des Zahlenintervalles [0.1] in A mit
w(0) = a und w(1) = b existiert.

Jede bogenweise zusammenhingende Menge ist zusammenhéngend. Die Umkehrung gilt
im allgemeinen nicht. Eine zusammenhingende, nicht bogenweise zusammenhingende
Teilmenge M der Ebene ist zum Beispiel die folgende Menge

A{:{(z,y)€R2|x=O, —1§y$10der0<z,y=sinl}.
T

1

Abb. 2

Ein interessantes Beispiel einer bogenweise zusammenhéngenden Menge stellt nach Haus-
DORFF ([29]) die Menge aller irrationalen Punkte der Ebene (mindestens eine der Koor-
dinaten ist irrational) dar. Da die Menge der rationalen Punkte abzahlbar ist, gibt es zu
einem fest vorgegebenen Punkt a nur abzihlbar viele Geraden, die ¢ mit einem beliebigen
rationalen Punkt verbinden. Es gibt damit zu zwei voneinander verschiedenen irrationa-
len Punkten a und b mindestens zwei Geraden, die durch a beziehungsweise b verlaufen,
sich in einem irrationalen Punkt c treffen und ganz aus irrationalen Punkten bestehen
(siche Abb. 3).
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Abb.3

Eine wichtige Modifikation des Begriffs des Zusammenhangs erhilt man mit dem lokalen
Zusammenhang.

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes heifit lokal zusammenhingend in ei-
nem Punkt a von A, wenn es eine Umgebung U von a gibt, so dal ANU zusammenhin-
gend ist. Die Menge A heifit lokal zusammenhéngend, wenn sie in jedem ihrer Punkte
lokal zusammenhingend ist.

Ein Beispiel einer zusammenhéngenden, nicht lokal zusammenh&ngenden Menge liefert
die oben definierte Menge M (siehe Abb. 2). Sie ist nicht lokal zusammenh&ngend in den
Punkten (z,y) von M mit z = 0.

Offensichtlich gibt es auch lokal zusammenhingende Mengen, die nicht zusammenhéin-
gend sind, etwa die Vereinigung zweier punktfremder abgeschlossener Kreisscheiben in
der Ebene (siehe Abb. 1).

Nun zur Kompaktheit.

In seinen ,Grundziigen der Mengenlehre® ([29]) benutzt HAUSDORFF einen auf MAu-
RICE FRECHET ([17]) zuriickgehenden Kompaktheitsbegriff. In diesem Sinne kompakte
topologische Riaume werden jetzt als abzdhlbar kompakt bezeichnet. Ein topologischer
Raum heifit demnach abzihlbar kompakt, wenn sich aus jeder abzihlbaren offenen
Uberdeckung eine endliche Uberdeckung herausgreifen 1a8t.

Es war ein langerer Entwicklungsprozef in der Mathematik, bis man feststellte, dal Ab-
zéhlbarkeitsforderungen in gewissen Féllen mehr Komplikationen als Vereinfachungen
bringen. FRECHET unternahm in seiner 1906 versffentlichten Dissertation [17]) zwei wich-
tige Versuche, topologische Strukturen axiomatisch zu erfassen. Einerseits fiihrte er auf
axiomatischem Wege Folgenkonvergenz ein, indem er sogenannte £-Riume definierte,
die sich aber als unbefriedigend erwiesen. Ganz anders verhielt es sich mit dem ande-
ren von ihm eingefilhrten Raumbegriff, dem des metrischen Raumes. Dieser besitzt
ohne Zweifel eine fundamentale Bedeutung. Der Name metrischer Raum stammt {ibrigens
von HAUSDORFF. FRECHET selbst benutzte fiir ,, metrischer Raum® zuerst die Bezeich-
nung classe (E), spéter classe (D), wobei die Buchstaben E und D von den franzésischen
Bezeichnungen fiir Entfernung écart und distance hergeleitet sind.

Was nun die Kompaktheit betrifft, so waren es die russischen Mathematiker ALEX- AN-
DROFF und URYSOHN, die als erste in einer 1923 angefertigten Arbeit ([4]), die aller-
dings erst 1929 nach Erscheinen von HAUSDORFFs ,,Mengenlehre* verdffentlicht wurde,
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erkannt haben, welcher Kompaktheitsbegriff fiir topologische Raume der geeignetste ist.
Fiir diesen wurde iibrigens damals und wird teilweise auch noch heute die Bezeichnung
bikompakt verwendet. Ein topologischer Raum ist in diesem Sinne kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung des Raumes eine endliche Uberdeckung enthilt. Diese Kom-
paktheitseigenschaft trat iibrigens schon im klassischen Borelschen Uberdeckungs-
satz ([5]) auf. Er besagt gerade, dafi jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge eines
euklidischen Raumes kompakt in diesem Sinne ist. Natiirlich gilt in euklidischen Raumen
auch die Umkehrung, sind also kompakte Teilmengen beschriankt und abgeschlossen. Im
folgenden wird , kompakt™ stets im eben angegebenen Sinne benutzt. Fiir diesen Begriff
konnte TYCHONOFF ([57]) im Jahre 1929 seinen berithmten Satz beweisen, daf jedes
Produkt kompakter topologischer Raume wieder kompakt ist. Ferner erwies dieser Kom-
paktheitsbegriff seine Leistungsfihigkeit bei der Cech-Stone-Kompaktifizierung, die
unabhingig von CECH ([9]) und STONE ([54]) im Jahre 1937 cingefiihrt wurde. BOURBA-
KI ([6]) spricht iibrigens von Kompaktheit nur, wenn zusitzlich das zweite Trennungs-
axiom erfiillt ist. Kompakt in unserem Sinne nennt er quasikompakt. Teilweise folgt
man heute auch der BOURBAKIschen Bezeichnungsweise.

Abzihlbar kompakt ist schwicher als kompakt. Fiir topologische Ridume, die dem zwei-
ten Abzihlbarkeitsaxiom geniigen, deren Topologien also eine abzidhlbare Basis besitzen,
fallen allerdings beide Begriffe zusammen. Da insbesondere jeder abzéhlbar kompakte me-
trische Raum dem zweiten Abzéhlbarkeitsaxiom geniigt, sind diese Begriffe fiir metrische
Riume dquivalent (siche Abb. 4).

kompakt abzahlbar kompakt

-——_———

unter 2. Abziihlbarkeitsaxiom

und damit fiir metrische Riume
Abb. 4

Das zweite und ebenfalls das erste Abzahbarkeitsaxiom treten iibrigens erstmalig in HAUS-
DORFFs Lehrbuch [29] auf. In seiner ,Mengenlehre® [30] formuliert HAUSDORFF Kompakt-
heit als Folgenkompaktheit. Ein topologischer Raum heifit folgenkompakt, wenn jede
Punktfolge in diesem Raum eine konvergente Teilfolge besitzt. Da sich Haus-
DORFF aber auf metrische Raume beschriankt. ist die Folgenkompaktheit keine Einschrin-
kung. HAUSDORFF weist iibrigens in seiner ,Mengenlehre” selbst die Aquivalenz von
Folgenkompaktheit und ,richtiger* Kompaktheit fiir metrische R&ume nach.

Allgemein zieht die Folgenkompaktheit die abzahlbare Kompaktheit nach sich und sind
beide Begriffe fiir topologische Riume dquivalent, die — wie die metrischen Rdume - dem
ersten Abzahlbarkeitsaxiom geniigen (siche Abb.5).
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—_—

folgenkompakt abzdhlbar kompakt

-—————

unter 1. Abzdhlbarkeitsaxiom
und damit fiir metrische Riume

Abb. 5

Fiir metrische Raume sind also alle drei Kompaktheitsbegriffe dquivalent.
Im weiteren fiihren wir eine Aussage an, die fiir Kontinua im heutigen Sinne, aber nicht
fiir solche im HAUSDORFFschen Sinune gilt.

Satz. Stetige Bilder von Kontinua sind Kontinua.

Dafl die entsprechende Aussage fiir Kontinua im HAUSDORFFschen Sinne, also fiir ab-
geschlossene zusammenhidngende Mengen, im allgemeinen falsch ist, hat {ibrigens schon
HAUSDORFF in [29] (im Anhang) am folgenden Beispiel gezeigt:
Es sei

M={(z,y) e R® |z =0,y€Roderz >0,y = %s’m%}

und f : R? = R? die Abbildung mit f(z,y) = (z,zy). M ist abgeschlossen und zusam-
menhingend, das stetige Bild

f[M] = {(z,y) e R?*|z =y =0o0der z > 0, y=siné}

ist zwar zusammenhiingend, jedoch nicht abgeschlossen (siehe Abb.6).

f | /\

M zusammenh#&ngend und abgeschlossen f{M] zusammenhangend, aber nicht abgeschlossen

Abb.6

Eine fiir Anwendungen wichtige Aussage {iber Kontinua bringt der folgende
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Satz. Eine absteigende Folge A; D Ay D ... von (nichtleeren) Kontinua hat als Durch-
schnitt D = (| A; ein (nichtleeres) Kontinuum.

Im Sinne des abgeschlossenen Limes, einem von HAUSDORFF in [29] eingefithrten Konver-
genzbegriff fiir Mengen, konvergiert die Folge Ay, A,,... gegen D. Es sei daran erinnert,
daBl dieser wichtige Begriff der Mengenkonvergenz wie folgt definiert ist: Als unte-
ren abgeschlossenen Limes einer Folge A, Az, ... von Teilmengen eines topologischen
Raumes versteht man die Menge aller Punkte = des Raumes, fiir die zu jeder Umge-
bung U der Durchschnitt U N A, fiir fast alle n nicht leer ist. Der obere abgeschlos-
sene Limes ist entsprechend definiert, wobei lediglich ,fiir fast alle n* durch ,fiir unend-
lich viele n* ersetzt ist. Stimmen unterer und oberer abgeschlossener Limes iiberein, so
heifit diese Menge der abgeschlossene Limes von Ay, A,, ... .

Eine interessante Folgerung des obigen Satzes besagt, dafl es in der Ebene Kontinua gibt.
die gleichzeitig Rand von mehr als zwei ebenen punktfremden, einfach zusammenhén-
genden Gebieten sind. Wir illustrieren das an einem Beispiel. Ein Gebiet ist natiirlich
eine offene und zusammenhingende Menge. Es heiit einfach zusammenhéngend, wenn
sich in ihm jede geschlossene Kurve stetig zu einem Punkt zusammenziehen 148t.

Beispiel. Wir beschreiben den Sachverhalt anschaulich. Ausgangssituation sei eine Insel
mit drei Seen, die keine Verbindung miteinander haben. Natiirlich verstehen wir unter der
Insel und den Seen einfach zusammenhingende Gebiete im R2, wobei die Seen einschlie-
lich ihrer Berandungen paarweise punktfremd sind und auch mit der Inselberandung keine
Punkte gemeinsam haben. In einem ersten Schritt wird jeder der Seen durch Anlegen ei-
nes Kanals so erweitert, dal man wieder drei einfach zusammenhingende Gebiete mit den
gleichen Eigenschaften wie die vorgegebenen Seen erhilt (siche Abb. 7). Die Kanile wer-
den in weiteren Schritten mehr und mehr verldngert, so dal die sich jeweils ergebenden
drei Gebiete zu jedem Punkt des {ibrigen Teils der Insel einen immer kleineren Abstand

)

Ausgangssituation Nach dem ersten Schritt

Abb.7



178 Werner Gahler

Diese Schritte werden beliebig abzihlbar fortgesetzt (was mathematisch, aber natiirlich
nicht praktisch geht).

Nach Grenziibergang (Durchschnitt) ergibt sich der nicht mit Wasser ausgefiillte Teil der
Insel als ein Kontinuum, das Rand jedes der drei entstandenen einfach zusammenhin-
genden Gebiete ist. Dieser Ubergang erfolgt im Sinne des obigen Satzes; er bereitet
anschaulich Probleme.

Das Beispiel 148t sich folgendermaBen zu dem von P.S. ALEXANDROFF in [3] (Seite 170)
angegebenen Beispiel einer Berandung erweitern. Wir nehmen das offene Meer als Gebiet
an, das als Rand lediglich die Inselberandung hat, und denken uns im ersten Schritt
noch zusitzlich zu den von den drei Seen aus angelegten Kanélen einen Kanal vom Meer
aus gegraben, so dafl insgesamt vier Gebiete mit paarweise punktfremden Berandungen
entstehen. Die Kanile erweitern wir abzihlbar oft analog wie oben. Nach Grenziibergang
ergibt sich ein Kontinuum, das gleichzeitig Rand von vier Gebieten ist.

Es war sehr iiberraschend, als PEANO ([44]) im Jahre 1890 zeigte, daf§ sich das ab-
geschlossene Zahlenintervall [0, 1] stetig auf das Einheitsquadrat [0,1] x [0,1] abbilden
1a8t. Man erhélt leicht eine derartige Abbildung auf die folgende Weise. Ausgegangen
wird von einer Folge fi, f2,... von Abbildungen, die, wie in Abb.8 angedeutet, defi-
niert sind. f; bildet [0,1] linear auf die Diagonale des Einheitsquadrates [0,1] x [0, 1]
ab. Um f; zu erhalten, wird [0,1] in neun gleichlange Teilintervalle und das Einheits-
quadrat in neun gleichgrofle Quadrate zerlegt. f, bildet jedes der Teilintervalle analog
wie f; jeweils auf die Haupt- bzw. Nebendiagonale eines Teilquadrates ab, so da8 f, als
Bild den angegebenen Streckenzug hat. Der Ubergang von f, zu f; erfolgt beziiglich jeder

1A 17 = ¥

Abb.8
der Haupt- bzw. Nebendiagonalen wie der von f; zu fo. Entsprechend wird weiter verfah-
ren. Die sich ergebende Folge fi, fo,... konvergiert gleichmaflig gegen eine stetige Ab-
bildung f von [0, 1] auf [0,1] x [0, 1].
Mit PEANOs Resultat mufiten frithere Dimensionsvostellungen korrigiert werden, zumal
schon vorher CANTOR zeigen konnte, daBl sich das Einheitsintervall eineindeutig auf das
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Einheitsquadrat abbilden 148t. Befriedigend war dann, als BROUWER seinen Satz iiber
die Invarianz der Dimension ([7]) vorstellte, nach dem es keine stetige und eineindeutige
Abbildung des Einheitsintervalles auf das Einheitsquadrat gibt; jede derartige Abbildung
hitte eine stetige Umkehrung, wére also ein HomSomorphismus. Der BROUWERsche Satz
iiber die Invarianz der Dimension besagt, dafl zwei in euklidischen Rdumen verschiede-
ner Dimension liegende Mengen, die innere Punkte besitzen, nicht hom&omorph sind.
Eine Vereinfachung des Beweises gelang mit dem SPERNERschen Lemma ([53]) sowie dem
Lemma von KNASTER, KURATOWSKI und MAZURKIEWICZ ([37]) (siehe auch [49)).
HanN ([28]) und MAZURKIEWICZ ([41]) bewiesen 1914 bzw. 1920 das folgende Kriterium
iiber stetige Streckenbilder, das auch HAUSDORFF in seine 1927 erschienene ,Mengen-
lehre* aufgenommen hat.

Satz. Ein HAUSDORFFraum ist genau dann stetiges Bild des Einheitsintervalles [0,1],
wenn er ein lokal zusammenhdngendes Kontinuum ist und dem zweiten Abzdhlbarkeits-
ariom gentigt.

Damit erweisen sich viele topologische Ridume als stetige Streckenbilder, zum Beispiel
Wiirfel, Kugeln. Tori und projektive Ridume. Ein beeindruckendes Beispiel eines stetigen
Streckenbildes soll als nichstes angefiihrt werden, ndmlich der Sierpinskische Teppich
([52]), der eine nirgendsdichte Teilmenge der Ebene ist (siche Abb.9). Man erhilt ihn
als Bild des Limes einer gleichmifBig konvergenten Folge fy, f2,... von Abbildungen, die
shnlich wie im vorangehenden Fall definiert sind, wobei allerdings bei f, die mittlere
Bilddiagonale durch die obere und linke Kante des mittleren Quadrats ersetzt ist und
entsprechend fortgefahren wird. Dabei werden jeweils nur die Diagonalen durch die be-
treffenden Streckenziige ersetzt (siehe Abb.10).
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Sierpinskischer Teppich

Abb.9
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Sierpinski-

scher

Teppich

1h f2 s ¥

Abb. 10

Der SiERPINSKIsche Teppich tritt auch in der fraktalen Geometrie auf, einem sehr jungen
Zweig der Mathematik (siehe etwa [13]).Er ist ndmlich eine selbstahnliche Menge (englisch:
self similar set). Allgemein heifit eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) eine
selbstihnliche Menge, wenn endlich viele Ahnlichkeitsabbildungen fi,..., f, dieses
Raumes auf sich existieren, so da A = f1[A]U---U f,[A] gilt. Die Forderung an f;, eine
Ahnlichkeitsabbildung zu sein, besagt natiirlich, daB8 die Absténde d(fi(z), fi(y)) und
d(z,y) proportional sind. Im Falle des SIERPINSKIschen Teppichs sind fy,..., f, die 8
Ahnlichkeitsabbildungen des Gesamtquadrats auf die 8 kleineren Randquadrate, die sich
durch Translationen und Verkleinerungen ergeben.

Auch das dreidimensionale Analogon zum SIERPINSKIschen Teppich, der Mengersche
Schwamm([42]), ist stetiges Streckenbild und eine selbstahnliche Menge (sieche Abb. 11).

Abb.11

Das betreffende eindimensionale Analogon ist auch eine selbstahnliche Menge, aber kein
stetiges Streckenbild, es ist ndmlich das Cantorsche Diskontinuum. Das zeigt schon,
daB die Beziehungen zwischen Kontinua und fraktaler Geometrie nicht allzu eng sind.
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Sicher gaben topologisch-geometrische Fragestellungen einen entscheidenen Anstof§
fiir die Entwicklung der Theorie der Kontinua. Fiir die Behandlung solcher Fragestel-
lungen muBte aber mehr und mehr ein feinsinniger eigener Apparat, die algebraische
Topologie, entwickelt werden. Man verlief damit methodisch den engeren Kreis der
Theorie der Kontinua. Die algebraische Topologie untersucht topologische Probleme mit
algebraischen Mitteln, indem den topologischen Raumen Gruppen, und zum Teil auch
andere algebraische Strukturen, und den stetigen Abbildungen Homomorphismen zuge-
ordnet werden. Es entsteht dabei ein algebraisches Abbild des topologischen Sachverhalts.
Es wiirde den Rahmen dieses Beitrags iibersteigen, darauf genauer einzugehen.

Wir wollen als ndchstes auf einige Probleme zu sprechen kommen, die topologische Kurven
und Flachen betreffen.

Seit laingerem sind topologische Charakterisierungen der Bégen und Jordankurven, d.h.
der topologischen Bilder des Einheitsintervalls [0, 1] bzw. der Einheitskreislinie, bekannt,
wie etwa die folgenden.

Satz (Lennes [40] 1911). Ein topologischer Raum ist ein Bogen dann und nur dann.
wenn gilt:

(1) Er ist ein Kontinuum, das dem zweiten Abzihlbarkeitsaziom geniigt.

(2) Es gibt zwei Punkte a und b (die beiden Endpunkte des Bogens), so daff die einzige
a und b enthaltende zusammenhdingende Teilmenge der ganze Raum ist.

Satz (Wilder [59] 1931). Ein topologischer Raum ist eine JORDANkurve genau dann,
wenn gilt:

(1) Er ist ein Kontinuum, das dem zweiten Abzdhlbarkeitsaziom geniigt und aus minde-
stens zwei Punkten besteht.

(2) Er ist nicht durch einen Punkt zerlegbar, aber durch je zwei.

Die Arbeit [40] bringt im wesentlichen den Inhalt eines 1905 von LENNES vor der Amerika-
nischen Mathematischen Gesellschaft gehaltenen Vortrages. In ihr selbst kommt natiirlich
der Begriff des topologischen Raumes noch nicht vor. LENNES geht in [40] von einer Zwi-
schenrelation als Grundbegriff aus, mit dem ein ordnungsgeometrischer Ebenenbegriff
eingefiihrt wird. Seine Untersuchungen in [40] beziehen sich auf derartige Ebenen, in
denen unter anderem Dreiecke und deren Inneres erkliart sind. Letzteres zieht er zur
Beschreibung topologischer Eigenschaften heran.

Im weiteren wenden wir uns einer wohlbekannten Aussage zu, die von der Erwartungshal-
tung einleuchtend ist, jedoch einen anspruchsvollen Beweis benétigt. Gemeint ist der
JORDANsche Zerlegungssatz. Bevor wir diesen anfiihren, sei jedoch vermerkt, daff es
Kontinua in der Ebene gibt, die diese in mehr als zwei Gebiete zerlegen, so daB jedes
dieser Gebiete das betreffende Kontinuum als Berandung besitzt. Das entnimmt man
etwa dem erwéhnten , Insel*-Beispiel aus [3].
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Satz (Jordan [34] 1887). Jede JORDANkurve der Ebene zerlegt diese in genau zwei
Gebiete, von denen das eine beschrinkt (inneres Gebiet) und das andere unbeschrdnkt
(duPeres Gebiet) ist. Sie ist die gemeinsame Berandung dieser Gebiete.

In der Literatur sind viele Beweise des JORDANschen Zerlegungssatzes angegeben worden,
der erste vollstindige gelang VEBLEN 1905.
Von SCHOENFLIES ([50] 1908) stammt die folgende

Ergédnzung: Jede topologische Abbildung einer JORDANkurve der Ebene auf die Fin-
heitskreislinie (eindimensionale Sphdre S,) lifit sich zu einer topologischen Abbildung der
Ebene auf sich erweitern, die das innere Gebiet der JORDANkurve auf das Innere des
Einheitskreises und damit auch das dufere Gebiet dieser Kurve auf das Aufere des Ein-
heitskreises abbildet.

Der JoRDANsche Zerlegungssatz besitzt das folgende hoherdimensionale Analogon.

Satz (Brouwer (8] 1912). Auch fiir n > 2 zerlegt jedes im R™ liegende topologische Bild
der (n—1)-Sphdre S,,_; den R" in zwei Gebiete, ein beschrinktes und ein unbeschrdnktes.

Man beweist diesen Satz mittels des von BROUWER eingefiihrten Begriffs des Abbil-
dungsgrades.

Es ist nun weit gefehlt anzunehmen, dafl auch die SCHOENFLIESsche Ergidnzung auf héhere
Dimensionen iibertragbar ist. Man zeigt das unter Benutzung des Begriffs der lokalen
Glattheit, auf den als néchstes eingegangen werden soll.

Es seien m und n natiirliche Zahlen mit m < n. Eine im R liegende m-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit M (lokal homéomorph dem R™) heifit lokal glatt in ei-
nem Punkt z von M, wenn z eine Umgebung U im R" besitzt, so da8§ eine topologische
Abbildung von U auf den R™ existiert, die 2 auf 0 und U N M auf eine m-dimensionale
Ebene E,, abbildet (siche Abb.12). Die topologische Mannigfaltigkeit M heifit lokal
glatt, wenn sie in jedem ihrer Punkte lokal glatt ist.

Topologische Abbildung f : U =+ R" mit f(z) =0 und f[UNM,]=E,

Abb.12
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Es gibt nun topologische Bilder der 2-Sphire S, im R?, die nicht lokal glatt sind. fiir
die damit das héherdimensionale Analogon zur SCHOENFLIESschen Ergénzung nicht gilt.
Beispiele dafiir gaben 1920 L. ANTOINE und 1924 J. W. ALEXANDER ([2]) an. Das
Beispiel von ALEXANDER, die gehdrnte Sphire, wollen wir als néichstes vorstellen

Abb. 13

(siehe auch [49]). Es liefert ein typisches Beispiel, in dem ein vollsténdiges anschauliches
Erfassen schwierig ist. Um die gehtrnte Sphédre zu erhalten, wird im ersten Schritt auf
die 2-Sphire ein Hornerpaar aufgesetzt. Im zweiten Schritt wird auf jedes der beiden
Enden dieses Paares wieder ein Hornerpaar aufgesetzt, so dafi die beiden neuen Hor-
nerpaare ineinandergreifen, usw. Nach Grenziibergang ergibt sich die gehérnte Sphire
(siehe Abb. 13). Die Menge der Punkte, in denen diese zweidimensionale Mannigfaltigkeit
nicht lokal glatt ist, ist homéomorph zum CANTORschen Diskontinuum.

HAUSDORFF hat mit seinem 1914 erschienenen Lehrbuch der klassischen allgemeinen To-
pologie ihren heute noch giiltigen Rahmen gegeben. Natiirlich wurde die allgemeine Topo-
logie inzwischen stark weiterentwickelt. Seit langem ist in diese Theorie ein grundlegender
weiterer Raumtyp mit aufgenommen, namlich der des uniformen Raumes. Er wurde
1937 von A. Weil in [59] eingefithrt. Auf wichtige neuere Raumbegriffe, wie den des Pro-
ximit4tsraumes ([14]), des Nearnessraumes ([32]) und den des Limesraumes ([36])
sowie auf die kategorielle Topologie (siehe [1]) wurde im Beitrag [46] dieser Vorlesungs-
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reihe eingegangen. Beziiglich Nearnessrdume und Limesrdume siehe auch [45] bzw. [21].
Der Begriff der Kategorie wurde 1945 von EILENBERG und MACLANE ([15]) geschaf-
fen. Er erweist sich fiir die moderne topologische Forschung als unentbehrlich. Mit den
eben erwihnten Raumtypen héngt eng der 1968 von H.H. KELLER in [35] eingefiihrte
Begriff des Cauchyraumes zusammen. Die Theorie der CAUCHYrdume liefert wichtige
Beitrige liber Vervollstandigungen. Ein weiterer interessanter Raumtyp ist der des synto-
pogenen Raumes von A. CsAszAR ([12]). Er zeichnet sich - &hnlich wie der Begriff des
Nearnessraumes - dadurch aus, daB8 er die Begriffe topologischer Raum, Proximitatsraum
und uniformer Raum als Spezialfille enthélt.

Zum Abschlufl sei auf einige andere Weiterentwicklungen hingewiesen und seien noch
einige historische Bemerkungen angefiihrt.

Seit langem bilden pritopologische Riume ein wichtiges Untersuchungsobjekt in der
allgemeinen Topologie. Man definiert sie als verallgemeinerte topologische Rdume etwa
mittels des Hiillenoperators A — A, wobei einfach die Forderung der Idempotenz (i = A)
weggelassen ist. Sie wurden bereits 1935 in der Arbeit [31] von HAUSDORFF untersucht
und dort als gestufte Riume bezeichnet. Neben , priatopologischer Raum* ist jetzt eine
weitere iibliche Bezeichnung closure space, die auf CECH ([10]) aus der Zeit zwischen
1936-1939 zuriickgeht (vergleiche die Anmerkungen in [51]).

Natiirlich kann man ~ was allerdings nicht iiblich ist - Pratopologien wie auch Topologien
mittels des Begriffs der Ableitung A? einer Menge A definieren. A? besteht aus allen
Hiufungspunkten von A. Die betreffenden Axiome sind:

(1) 8¢ =0.

(2) z € A% hat z € (A \ {z})? zur Folge.

(3) (AU B)¢ = A% U B fiir alle Teilmengen A und B.
beziehungsweise zusétzlich

(4) Es gilt A% C AU A“ fiir jede Teilmenge A.

Die Beziehung zum Hiillenoperator ist durch A = AU A% und 4% = {z|z € A\ {z}}
gegeben.

Das erste Trennungsaxiom, also die Bedingung, daB jede einelementige Menge abge-
schlossen ist, 1afit sich mittels des Ableitungsbegriffs auf die folgende Weise beschreiben:

(T1) {z}¢ = 0 fiir jeden Punkt z.

Pritopologische Raume, die diesem Trennungsaxiom geniigen, werden bereits durch (1),
(T1) und (3) charakterisiert, da (2) aus diesen Bedingungen folgt.

Von F.RIESZ wurde in seiner 1907 erschienenen Arbeit [47] (siehe auch [48]) ein Raum-
begriff vorgeschlagen, der schon dem Begriff des topologischen Raumes nahekommt. Er
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wurde iibrigens von ihm als ,,mathematisches Kontinuum*® bezeichnet. Im jetzigen Sprach-
gebrauch benutzt F.RIESZ als Grundbegriffi den der Ableitung und sind seine Riume
nichts anderes als pritopologische Rdume, die dem ersten Trennungsaxiom geniigen und
zusiitzlich noch eine Abschwichung des zweiten Trennungsaxioms erfiillen, die allerdings
ungliicklich gewihlt ist. Sie besagt, da8 z € A¢ und y # z die Existenz einer Teilmenge
B von A mit £ € B% und y € B? nach sich zieht.

Die 1906 von FRECHET zum ersten Male untersuchte Folgenkonvergenz ist wieder eine ak-
tuelle Forschungsthematik. Man ist jetzt mit den Eigenheiten dieser Art von Konvergenz-
strukturen besser vertraut. Sie wird unter anderem fiir Vervollstandigungsuntersuchungen
eingesetzt und hat — unter abgeschwichterer Axiomatik als bei FRECHET - interessante
Anwendungen in der Funktionalanalysis.

Eine wichtige Modifikation der Folgenkonvergenz tritt neuerdings in der numerischen Ma-
thematik auf, die diskrete Konvergenz. Dieser topologische Begriff. der zuerst von
Numerikern eingefithrt und untersucht wurde — zu nennen ist STUMMEL ([55]) - gestat-
tet wichtige Grundlagenuntersuchungen fiir numerische Approximationsmethoden (siehe
auch [19] und [20]).

Ein weiterer interessanter neuer topologischer Begriff ist der der Fuzzytopologie. Nach
TIETZE kann man - wie erwdhnt - Topologien auf einer Menge X als Gesamtheiten von
Teilmengen von X, den jeweiligen offenen Mengen, definieren. Man erhilt den Begriff
der Fuzzytopologie (CHANG [11] 1968, GOGUEN [27] 1967), indem man den iiblichen
Teilmengenbegriff durch den der Fuzzyteilmenge beziiglich eines gewissen vollstandigen
Verbandes L ersetzt, also ,offene” Fuzzyteilmengen vorgibt. Das kleinste und das grofite
Element von L werden stets mit 0 bzw. 1 bezeichnet. Standardfall fiir L ist das abgeschlos-
sene reelle Zahlenintervall [0, 1]. Eine L-Fuzzyteilmenge einer Menge X ist eine Abbil-
dung f : X — L. Dabei interpretiert man den Wert f(z) jedes Elements z von X als
Zugehorigkeitsgrad von z zu dieser Fuzzyteilmenge. Besitzt ein Element z den Wert 0 bzw.
1, so besagt dies, daB z dieser Fuzzyteilmenge nicht angehért bzw. angehdrt. Wenn f keine
von 0 und 1 verschiedene Werte hat, so bezeichnet man diese Fuzzyteilmenge als scharf
und identifiziert sie mit der Teilmenge (im iiblichen Sinne) M = {z € X | f(z) = 1} von X
(siche Abb. 14). Typisch fiir Fuzzyteilmengen ist aber, dafl auch von 0 und 1 verschiedene
Werte erlaubt sind.

X ' X
M

f Fuzzyteilmenge von X M klassische Teilmenge von X

Abb. 14
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Die Fuzzytheorie, die von ZADEH ([60]) im Jahre 1965 begriindet wurde, hat in jiing-
ster Zeit grofie Erfolge bei technischen Anwendungen erzielt. und zwar in der Fuzzy-
Steuerung (siehe die Hinweise in [24]).

Die allgemeine Topologie, die ein eigenstindiges Teilgebiet der Mathematik ist, besitzt
wichtige innermathematische Anwendungen, unter anderem in der Analysis und Geo-
metrie. Sie geht natiirlich wesentlich in die Theorie der topologischen Gruppen und
in die Theorie der topologischen Vektorrdume und damit in die Funktionalana-
lysis mit ein.

Die in neuerer Zeit untersuchten topologischen Strukturarten mit ihren Modifikationen
und Verallgemeinerungen liefern wertvolle Erkenntnisse fiir den Aufbau einer einheitli-
chen Strukturtheorie (siche etwa [16] und [22] - [26]). Diesem Anliegen dienen auch
zahlreiche Beitrage zur Kategorientheorie, insbesondere solche, die sich mit Beziehungen
zwischen kategorieller Topologie und kategorieller Algebra sowie deren Vereinheitli-
chung befassen (siehe etwa [1] und [33]).
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