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Zur Situation der Analysis um die

Jahrhundertwende

Michael von Renteln, Karlsruhe

1 Einleitung

Um die Wende vom 19. zum 20. Jahrhundert bestanden die beiden mathematischen Zen-
tren Paris und Géttingen.

Kurz nach 1900 kamen an beiden Orten zwei neue mathematische Strémungen empor,
die auf die weitere Entwicklung der Analysis von grofitem EinfluB sein sollten. Sie sind
besonders mit den folgenden beiden Namen verkniipft:

In Paris: mit H. Lebesgue. Seine fundamentalen Arbeiten dazu waren:

1902 Intégrale, Longueur, Aire (Theése.[10]);
1904 Legons sur l'intégration ... ([11]):
1906 Legons sur les séries trigonométriques ([12]).

In Géttingen: mit D. Hilbert. Seine fundamentalen Arbeiten dazu waren:

1904 Allgemeine Theorie der Integralgleichungen (siehe [9], S. 1-38):
1906 Theorie der Funktionen von unendlich vielen Variablen (siehe

[9], S. 109-174);
1906 Neue Begriindung und Erweiterung der Theorie der Integral-

gleichungen (siehe [9], S. 174-212).

Diese beiden Stréomungen waren ihrerseits das Ergebnis eines lingeren Entwicklungspro-
zesses, den wir in den Hauptpunkten skizzieren wollen, damit die Situation der Analysis
um die Jahrhundertwende besser verstandlich wird.

Die beiden erwihnten Entwicklungen liefen an diesen verschiedenen Orten zeitgleich ne-
beneinander her und schienen sonst keine Gemeinsamkeiten zu haben.

Daf dies jedoch in Wirklichkeit nicht der Fall war, sondern daB es im Gegenteil eine
ganz tiefliegende und natiirliche Verbindung gab, war eine sensationelle Entdeckung von
Friedrich Riesz.

Bevor wir dazu kommen, beginnen wir mit einem historischen Riickblick, und zwar ei-
nerseits beziiglich Paris mit Fourierreihen und Integration und andererseits beziiglich
Gottingen mit Integralgleichungen.
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2 Fouriers Weg von Problemen der
Wirmeausbreitung zu den Fourierreihen

Joseph Fourier veréffentlichte nach mehreren vorbereitenden Schriften im Jahre 1822
sein epochemachendes Werk Théorie Analytique de la Chaleur (Analytische Theorie der
Wérme [6]).

Dieses Buch galt als die Bibel der mathematischen Physiker des 19. Jahrhunderts. Aus-
gangspunkt fiir Fourier sind Randwertprobleme der mathematischen Physik, genauer ge-
sagt handelt es sich dabei um Randwertprobleme bei Partiellen Differentialgleichungen
der Warmeausbreitung in festen Kérpern.

Ausgangspunkt: Fourier geht von folgendem (ebenen) Randwertproblem aus (Art. 165
ff.)

Gegeben ist als zugrundeliegendes Gebiet G ein unendlich langes Rechteck (Metallplatte)

Bt — T ™

N G’.—{(:L',y). 2<:l:<2,y>0}.

T s . Es sei v(z, y,t) die Temperatur der Me-

Tl R tallplatte im Punkt (z,y) zur Zeit t.
Tt 3 Die Funktion v befolgt die Partielle Dif-

ferentialgleichung

v v L,0v
z 32 Tag " Bt

VTR

wobei k eine gewisse physikalische Konstante ist. Fourier untersucht den stationiren Fall
d

(Art. 166), d.h. die Temperaturverteilung ist unabhédngig von der Zeit, d.h. dit) = 0. Das
ergibt als Differentialgleichung '

v

- ++==0.
(1) 227 + 5y
Dies ist die (ebene) Potentialgleichung. Fourier betrachtet dazu die folgenden drei Rand-
bedingungen, die er auch physikalisch motiviert.

(2) v(—g,y)zv(+g,y)50 fiir alley >0,

d.h. die Metallplatte soll an den vertikalen Randstreifen auf der konstanten Temperatur
Null gehalten werden.

(3) w(z,0) = 1 fﬁr—%<z<+g,
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d.h. die Metallplatte soll am unteren Randstreifen auf der konstanten Temperatur 1 ge-
halten werden.

(4) ylLrgov(x,y)=0 ﬁiralle:rmit—g<z<g
(Abkiihlungsbedingung).

Man beachte, daB wir Fouriers Bezeichnungen fiir die z- und y-Achse gerade vertauscht
haben, wie heute allgemein iiblich.

Fourier entwickelt nun den Plan fiir die Auflésung dieser Aufgabe. Er sagt (Art. 167),
daB man zunéchst nach der einfachsten Funktion suchen mufB. die die Differentialglei-
chung (1) erfiillt. Sodann mufi man die Lésung verallgemeinern, so da8 sie noch den
Randbedingungen (2), (3), (4) geniigt. Dieses Vorhaben fiihrt er nun aus.

Fiir das Auflinden einer speziellen Lésung der Differentialgleichung (1) wihlt er den Pro-
duktansatz

v(z,y) = f(z) F(y)
und leitet je zweimal partiell nach z und y unter Beachtung der Produktregel ab und
erhélt in (1) eingesetzt und durch f(z)F(y) dividiert die Gleichung

fll(x) + Fll(y)

flz) © Fly)
Er setzt nun F_(yz = +m? und M = —m? (bei Fourier steht nur m), wobei m? eine
F(y) f(=)

positive konstante Grofle ist.
Die Losungen dieser linearen gewthnlichen Differentialgleichungen sind bekanntlich

Fly)=e™ und F(y)=e™

bzw.
f(z) =sinmz und f(z) =cosmz (m € N).

Er bemerkt, dal die Losung F(y) = e™ wegen der Abkiihlungsbedingung (4) nicht in
Frage kommt. Aus der Randbedingung (2) folgt, da8 f (—Z) = f (+%) = 0 sein mus.
Daher kommen die Funktionen f(z) = sinmz (m = 2,4,6,...) oder die Funktionen
f(z) = cosmz (m = 1,3,5,...) als Losungen in Frage. Fourier wihlt die letzteren.
Damit erhilt er

v(z,y) = e ™Y cosmz (m=1.3,5,...)

als Losung der Differentialgleichung (1), welche die Randbedingungen (2) und (4) erfiillt.
Um nun auch noch die Randbedingung (3) erfiillen zu konnen, setzt Fourier die Ein-
zellssungen in Form einer unendlichen Reihe mit gewissen Koeffizienten a,, zusammen.
d.h. er betrachtet (Art. 169) die Funktion

v(z,y) = Y ame ™ cosmz .
m#2N
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Die Erfiillung der Randbedingung (3) erfordert nun, da die Gleichung

1 =v(z,0) = Z G, COSTMZI = 01 COST + a3cos 3T + a5 cosd5x + . ..
m#A2N

fiir alle z zwischen —% und +7 erfiillt ist.

Fourier sagt, da man iiberhaupt zweifeln kinne, ob die Koeffizienten a,, so bestimmt
werden konnen, dafl obige Gleichung gilt. Er verspricht aber, diese Frage vollstindig zu
klaren.

Es stellt sich also das Problem, die konstante Funktion 1 im Intervall (—%, +§) in eine
trigonometrische Reihe obiger spezieller Form zu entwickeln. Spéter (Art. 207 ff) betrach-
tet er das allgemeinere Problem, eine beliebige reellwertige Funktion f im Intervall [0, )
in eine trigonometrische Reihe der Form

oo

f(z) =) ansinnz
n=1
zu entwickeln. Fourier behauptet, da§ dies moglich ist fiir beliebige, auch unstetige Funk-
tionen f, und daB man als Koeffizienten erhélt
2

anz;/nf(x)sinnmdx (n=1,2,3,...).
0

Hier sind nun zwei Probleme ineinander verwoben. Um diese zu trennen, miissen wir
zwischen trigonometrischen Reihen und Fourierreihen unterscheiden. Dazu definieren wir
die betreffenden Reihen gleich wie im AnschluB an Fourier allgemein iiblich.
Definition: Eine (reelle) trigonometrische Reihe ist eine Reihe der Form

1 x .
5% + Y (ancosnz + b, sinnz) ,

n=1
wobei z eine reelle Variable und die Koeffizienten a, und b, reelle Zahlen sind. Eine (reelle)
Fourierreihe (zu einer Funktion f) ist eine spezielle trigonometrische Reihe derart, da8§
fiir die Koeflizienten gilt:

1 27
— f(z)cosnzdz ,

m Jo
1
it

Qn

b, = /:m f(z)sinnzdzx .

Bemerkung: Da die Funktionen sinnz und cos nz die Periode 27 besitzen, geniigt es.
die trigonometrischen Reihen in einem Intervall der Linge 27 zu betrachten. Man nimmt
meist das Intervall [—m, +7) oder [0, 27).

Fourier hat also behauptet, da8 man jede beliebige, auch unstetige, im Intervall [0, 27)
gegebene, reellwertige Funktion f in eine Fourierreihe entwickeln konne. Wie seine
Ausfithrungen erkennen lassen, besagt dies fiir Fourier. dafi die Fourierreihe in jedem
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Punkt z des Intervalles konvergiert, und zwar entweder gegen f(z), falls = ein Stetigkeits-
punkt von f ist, oder gegen das arithmetische Mittel 1[f(z+) + f(z—)] von links- und
rechtsseitigem Grenzwert, falls = eine Sprungstelle von f ist. An andere Unstetigkeiten
dachte er offensichtlich nicht. Fiir ihn war es auch eine Selbstverstindlichkeit, da8 jede
im Intervall [0,27) gegebene Funktion dort integrierbar ist und damit die Formeln fiir die
Fourierkoeffizienten einen Sinn erhalten (Art. 229). Dies traf wohl auch auf alle, selbst
die unstetigsten Funktionen zu, an die Fourier dachte.

Das Bediirfnis, den Begriff des bestimmten Integrals zu definieren, hatte erst Cauchy,
als er es in seinem Buch Legons sur le calcul infinitésimal (Paris, 1823) unternahm, den
Aufbau der Analysis streng zu begriinden. Cauchy definierte das bestimmte Integral fiir
(stiickweise) stetige Funktionen. Eine solche Funktion kann per definitionem hochstens
endlich viele Unstetigkeiten haben. Viel weiter ging Riemann, der in seiner Habilitations-
schrift einen Integralbegriff schuf, der weit iiber den Cauchyschen hinausging und sogar
gewisse Funktionen mit unendlich vielen Unstetigkeiten zu integrieren gestattete.

3 Das Riemann—Integral als Fundament
zur Behandlung von Fourierreihen

Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe war der Titel
der Riemannschen Habilitationsschrift von 1854, die erst 1867 postum von Dedekind im
13. Bande der Abhandlungen der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttin-
gen verdffentlicht wurde und 1876 in Riemanns Gesammelten Werken grofiere Verbreitung
fand (siehe [15], S. 227-271).

Riemann erkannte, daf die Theorie der Fourierreihen nur dann auf eine sichere Grundlage
gestellt werden konnte, wenn klar war, was man unter einem bestimmten Integral zu
verstehen hatte. Um dies zu tun, definierte er das Riemann-Integral.

Der Riemannsche Integralbegriff hat sich bis heute durchgesetzt und seine Leistungsfahig-
keit in der Praxis bewiesen. Er ist dem Cauchyschen Integral weit iiberlegen, wie das
folgende, aus der Analysis wohlbekannte Beispiel zeigt. Sei {r:} eine Abzihlung der
rationalen Zahlen im offenen Intervall (0.1). Wir definieren die Funktion

1
flz) = o

rn<e

mit der Vereinbarung f(0) = 0. Diese Funktion ist wohldefiniert im Intervall [0, 1], insbe-
sondere ist f(1) = 1, aber sie ist unstetig in jedem rationalen Punkt, insbesondere liegen
ihre Unstetigkeitsstellen im Intervall [0, 1] tiberall dicht.

Die Funktion ist jedoch monoton (wie die Definition direkt zeigt), und damit Riemann-
integrierbar. Sie ist aber bei weitem nicht Cauchy-integrierbar.

Die Unstetigkeitsstellen der obigen Funktionen sind abzéhlbar. Das gilt fiir jede unstetige,
monotone Funktion. La8t man auch nicht-monotone Funktionen zu, so kann man das
Beispiel noch verfeinern und Funktionen konstruieren, die iiberabzdhlbar viele Unstetig-
keitspunkte besitzen, aber immer noch Riemann-integrierbar sind.
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In Folge des Riemann-Integrals erwachte auch die Theorie der Fourierreihen zu neuer
Bliite. Trotz der grofien Erfolge des Riemann-Integrals auf der cinen Seite stellten sich
auch auf der anderen Seite gewisse Ungereimtheiten auf, von denen wir die wichtigsten
auflisten wollen.

3.1 Schwiichen des Riemann-Integrals,
das Integral selbst betreffend

3.1.1 Vertauschung von Limes und Integration

Ein iiberaus wiinschenswerter Satz wire der folgende:

Satz 1: Sei (f,) eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen auf dem
Intervall [a, b], die punktweise gegen eine beschriankte Funktion f konvergiere, d.h. f(z) =
lim fn(x) gilt fiir jedes z € [a.b]. Dann ist f integrierbar und es gilt

/ lim fo(z)dz = lim /a b fnlz)dz

Dieser Satz ist fiir das Riemann—Integral falsch, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt.
Gegenbeispiel: Sei {r;} eine Abzdhlung der rationalen Zahlen im Intervall [0,1]. Wir
definieren auf [0, 1] die Funktionen

_ |1 fallsz e {r,...,m}
fulz) = { 0 sonst

Die Voraussetzungen des Satzes 1 sind erfiillt: Die Funktionen f, sind Riemann-integrier-
bar, da sie nur endlich viele Unstetigkeiten besitzen. Die Folge konvergiert monoton wach-
send, d.h. f,(z) < fas1(x) fiir alle £ und n, und zwar offensichtlich gegen die Dirichlet-

Funktion
O(z) = 1 falls z rational
T)*=1 0 falls z irrational .

die bekanntlich nicht Riemann-integrierbar ist.

3.1.2 Integration als Umkehrung der Differentation

Satz 2: Es sei F eine im Intervall [a.b] definierte Funktion, die dort in jedem Punkt
eine Ableitung F' besitzt, welche in [a,b] beschrinkt ist. Dann ist F' integrierbar und es
gilt fiir jedes z € [a, b):

F(z) - F(a) = / TF(t)dt .

Auch dieser Satz ist fiir das Riemann-Integral falsch, wie Volterra (1881) zeigte, indem er
als Gegenbeispiel eine Funktion konstruierte, deren Ableitung auf dem ganzen Intervall
existiert und dort beschrinkt, jedoch nicht Riemann-integrierbar war. Dieses Beispiel ist
etwas umfangreicher und kann im Buch von Benedetto ([1]), S. 20 {.) nachgelesen werden.
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3.2 Schwiichen des Riemann-Integrals,
die Theorie der Fourierreihen betreffend

Da die Fourierkoeffizienten durch Integrale definiert sind, hingt die Theorie der Fourier-
reihen wesentlich vom zugrundeliegenden Integralbegriff ab. Ein anderer Integralbegriff
liefert eine andere Theorie der Fourierrethen. Wir wollen nun zwei Punkte nennen, in
denen das Riemann-Integral merkwiirdige Ergebnisse lieferte.

3.2.1 Konvergenz der Fourierreihe

Riemann war wohl — wie auch die anderen Mathematiker seiner Zeit — der Meinung, daf§
die Fourierreihe einer stetigen Funktion (in jedem Punkt gegen diese) konvergiert. Umso
erstaunter war die Fachwelt, als Paul du Bois~-Reymond in den Géttinger Nachrichten
von 1873 ein Beispiel einer iiberall stetigen Funktion angab, deren Fourierreihe in einem
Punkt divergierte. Er verfeinerte spiter das Beispiel noch weiter und erhielt folgenden
Satz (vgl. [5], S. 142).

Satz (Paul du Bois-Reymond, 1876): Es gibt eine im Intervall [0, 27| stetige Funk-
tion, deren Fourierreihe in einer dichten Punktmenge divergiert.

3.2.2 Trigonometrische Reihen

Es ist interessant zu bemerken, dafi sich Riemann in seiner Habilitationsschrift hauptsich-
lich mit allgemeinen trigonometrischen Reihen beschiftigte. Unter diesem Aspekt wird
die folgende Frage von besonderer Wichtigkeit.

Frage: Unter welchen Bedingungen ist eine trigonometrische Reihe sogar eine Fourier-
reihe?

Da8 irgendwelche Bedingungen gefordert werden miissen, zeigen schon einfache Beispiele.
Wiinschenswert wire aber ein Satz folgender Form.

Satz: Konvergiert eine trigonometrische Reihe (in jedem Punkt) gegen eine beschrinkte
Funktion, so ist diese schon eine Fourierreihe.

Dieser Satz ist, wenn man den Riemannschen Integralbegriff zugrunde legt, falsch. Es
war einer der grofiten Erfolge von Lebesgue, als er zeigen konnte ([12], S. 68 f.), da8§ dieser
Satz mit seinem Integralbegriff richtig ist.

4 Fejér und seine neue Summationsmethode von Fourierreihen

Fejér veroffentlichte im Jahre 1904 eine spater berithmt gewordene Arbeit unter dem Titel
Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen in den Mathematischen Annalen. Sie brachte
einen noch ungewohnten Gedanken in die Theorie der Fourierreihen und lie damit die
ganze Konvergenztheorie in einem neuen Licht erscheinen. Der wesentliche Grundgedanke
dieser Arbeit wurde schon vorher von ihm verdffentlicht in einer Comptes Rendus Note
(Dez. 1900; siehe [5], S. 37-41). Die Ergebnisse der Arbeit selbst sind enthalten in der
Dissertation des Autors (1902), die in ungarischer Sprache erschien (siehe 5], S. 56-94;
deutsche Ubersetzung [5], S. 94-135).
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Ausgangspunkt fiir Fejér war die oben besprochene Tatsache, dafl es stetige Funktionen
gibt, deren Fourierreihe in gewissen Punkten divergiert. Das Problem von divergenten
Reihen war seit den Tagen Eulers, Abels und Cauchys in der Analysis wohlbekannt.
Die Idee, allgemeinere Summationsmethoden bei Zahlen- und Potenzreihen zu benutzen,
wurde erst ab ca. 1880 systematisch untersucht. Hier sind Frobenius. Hélder, Cesiro und
vor allen E. Borel zu nennen, der mit seinem 1901 erschienenen Buch Lecons sur les séries
divergentes einen grofen Teil der gewonnenen Ergebnisse zusammentrug und damit die
Verbreitung forderte.

Die entscheidende Idee von Fejér war es, die einfachste dieser Summationsmethoden,
diejenige von Cesaro iiber arithmetische Mittel, auf Fourierreihen anzuwenden.

Er erhielt dazu die Anregung in seinem Studiensemester 1899/1900 an der Berliner Uni-
versitit durch Hermann Amandus Schwarz, der selbst im Jahre 1880 eine bekannte Arbeit
iiber die Divergenz von Fourierreihen geschrieben hatte, in der er das Beispiel von Paul
du Bois-Reymond vereinfachte.

Fejér beginnt seine Arbeit mit der Bemerkung, daB Dirichlet und wahrscheinlich auch
noch Riemann glaubten, da8 die zu einer stetigen Funktion gehérige Fourierreihe iiberall
konvergent sei. Paul du Bois—-Reymond hatte gezeigt, dafl dies nicht der Fall sei, in dem
er eine iiberall stetige Funktion konstruierte, deren Fourierreihe an iiberall dicht liegenden
Stellen divergiert. Dann macht er eine im Hinblick auf die weitere Geschichte der Theorie
der Fourierreihen interessante AuBerung, indem er sagt:

s bleibe nun dahingestellt, ob es stetige Funktionen gibt, deren Fourierreihe
fiir jedes z divergiert, wie es z.B. stetige Funktionen gibt, die an keiner Stelle
einen Differentialquotienten haben“ (siehe [5], S. 142 f).

Seine Untersuchungen wurden dadurch allerdings nicht berithrt. Sein Hauptergebnis lau-
tet folgendermaRBen.

Satz (Fejér, 1904): Die arithmetischen Mittel der Teilsummen der Fourierreihe einer
stetigen Funktion konvergieren iiberall (sogar gleichméBig) gegen die Funktionen.

Dieses Ergebnis bringt in gewisser Weise wieder die zuvor verloren geglaubte Harmonie
in die Konvergenztheorie der Fourierreihen. Der Satz von Fejér wirkte wie eine Sensation
und gab Anlafl zu einer ganzen Forschungsrichtung innerhalb der Fourieranalysis.

5 Die Schépfung der modernen Integrationstheorie durch Le-
besgue

Um die Jahrhundertwende schuf H. Lebesgue einen neuen Integralbegriff, der gegeniiber
dem Riemannschen zunichst die folgenden drei wesentlichen Vorteile brachte.

a) Die Klasse der, etwa auf dem Intervall [a,b], Lebesgue-integrierbaren Funktion ist
erheblich umfassender als die der Riemann-integrierbaren Funktionen. Damit sind
mehr trigonometrische Reihen zugleich Fourierreihen.
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b) Die Vertauschung von Integration mit Grenziibergingen ist an wesentlich schwichere
Voraussetzungen gebunden, so gilt z.B. Satz 1 aus Abschnitt 3 beim Lebesgue-
Integral, aber nicht beim Riemann-Integral.

c) Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, d.h. da8 die Integration die
Umkehrung der Differentation ist, gilt in viel allgemeinerem Rahmen.

Um den Vorteil des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-Integral besser zu er-
kennen, erinnern wir an die Definitionen.

Das bestimmte Riemann-Integral einer im Intervall [, b] gegebenen reellwertigen Funk-
tion definierte Riemann ([15], S. 239) bekanntlich als Grenzwert von Integralsummen in
der folgenden Form:

[ $@dz = lim 3" fl6)m -z
a =0 k=1

Dabeiist Z : @ = 7g < T; < T2 < ... < T, = b eine Zerlegung des Intervalles {a, b],
€ € [zk_1,zi] Zwischenpunkte und |Z| = max{(zx — zxk-1) : k = 1,...,n} die Fein-
heit der Zerlegung. Der Grenziibergang |Z| — 0 bedeutet, daBi die Summe gegen einen
Grenzwert konvergiert, unabhéngig von der Wahl der Zwischenpunkte & im betreffenden
Intervall [z;_;,zi]. Dies impliziert, daB der Grenzwert, also das Riemann-Integral, nur
dann existiert, wenn mit kleiner werdenden Intervallen die Funktionswerte f(£) immer
weniger schwanken, unabhéngig davon, auf welche Weise §; aus [z4_, z] gewshlt wurde.
Lebesgue bemerkte, dal bei stark oszillierenden Funktionen der Riemannsche Integral-
begriff versagte und erkannte den Grund dafiir. Riemann geht von einer Zerlegung des
Intervalles auf der z-Achse aus, was verniinftig ist, wenn man sich an nicht zu unstetigen
Funktionen orientiert, aber unverniinftig bei schnell oszillierenden Funktionen, etwa bei
der bekannten Dirichlet-Funktion im Intervall [0, 1]:

6(z) = 1 falls z rational
“ 1 0 falls z irrational .

Dadurch existiert der Grenzwert der Riemannschen Integralsummen nicht. Um dies zu
vermeiden, geht Lebesgue von einer Unterteilung der y-Achse (im Wertebereich [A, B]
der Funktion f) aus: A=y <y <1y2<...<y,=B.

YA
Yr+1

Yk
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Bildet man die Mengen
Ey:={z€[a,b] : v < f(z) <y},

dann kann (nach Definition) die Funktion f fiir z € E} nicht stark oszillieren; man kann
fiir f irgendeinen Funktionswert aus [yx, Yx+1) nehmen, etwa y,. Ist m(Ey) die Linge (das
Ma8B) von Ej, so ist das Integral (die Fliche) ungefdhr

n-~1
>y -m(Er) .
k=0

Diese Summe nahm Lebesgue als Grundlage fiir seinen Integralbegriff. Allerdings ist F
jetzt kein Intervall mehr, wie bei Riemann, sondern eine im allgemeinen komplizierte
Menge, fiir die man das Mafl m(E}) definieren muBl. Ausgangspunkt fiir Lebesgue war
daher der 1898 von Borel eingefiihrte Begriff des Mafles einer Menge und desweiteren der
Begriff der mefibaren Funktion. Wie Borel fordert er die Volladditivitit (c-Additivitat)
des Mafles m, d.h. es soll gelten

falls die Mengen E; paarweise disjunkt (und mefibar) sind.
Fiir das Lebesguesche Integral gelten nun die Sétze 1 und 2 aus dem vorigen Abschnitt.
Dariiber hinaus gilt der folgende wichtige Satz.

Satz (Lebesgue): Sei (f,) eine Folge integrierbarer Funktionen auf dem Intervall [a, b],
die punktweise gegen eine Funktion f konvergiere, d.h. f(z) = Jim fa(z) gilt fiir jedes
z € [a,b). Werden alle Funktionen f, von einer integrierbaren Funktion g majorisiert,
d.h. gilt | f.(z)| < g(z) fiir alle n € N und alle z € [a,b], so ist f integrierbar und es gilt

[ lim rut)de = Jim [ falz)da.

Wichtig in der Lebesgueschen Integrationstheorie ist der Begriff der Nullmenge, d.h. einer
Menge vom (Lebesgue-)Mafi Null, und der damit verbundene Begriff ,,Der Eigenschaft
f.ii. (fast iiberall)".

Definition: Eine Menge M C [a,b] hat das MaB8 Null, falls zu jedem € > 0 offene
Intervalle [, existieren mit

(1) McC D I, und (2) im(l,,) <e.
n=1 n=1

Jede abzdhlbare Menge hat das Mafl Null, aber auch gewisse iiberabzéhlbare Mengen wie
z.B. die Cantormenge [0, 1) — | J I, wobei I,, die Vereinigung der beim n—ten Schritt her-

n=1

ausgenommenen Drittelintervalle ist. Wir sagen eine Eigenschaft gilt fast iiberall (f.ii.),
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falls sie iiberall gilt mit Ausnahme einer Nullmenge. In der Lebesgueschen Integrations-
theorie kann man Mengen vom MafBl Null beim Integrieren ignorieren, d.h. gilt f(z) = g(z)

f.ii. so folgt /b f(z)dz = /b g(z) dz. Daher gilt z.B. /01 O(z)dz = 0. Desweiteren brau-
chen Funktionen nur £.ii. definiert zu sein us.w..

Mit diesem Begriff kann man auch sehr schén den Unterschied zwischen den stetigen und
den Riemann-integrierbaren Funktionen herausarbeiten. Es gilt ndmlich das folgende
Ergebnis.

Satz: FEine beschrankte Funktion f ist Riemann-integrierbar genau dann, wenn sie fast
iiberall stetig ist.

Die Lebesgue-integrierbaren Funktionen etwa in [a,b], bilden eine wesentlich gréSere
Klasse als die Riemann-integrierbaren.

Die bisher gebrachten Ergebnisse stehen alle in Lebesgues Dissertation von 1902. Die
Dissertation lief noch einige Fragen offen. Diese gelang Lebesgue 1904 in seinem Buch
Legons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives ([11]) zu beantworten.
Als besonders wichtig erwies sich die Lebesguesche Integrationstheorie in der Theorie der
Fourierreihen.

Obwohl das oben angesprochene Phinomen der Divergenz von Fourierreihen stetiger
Funktionen bei Zugrindelegung des Lebesgueschen Integralbegriffs natiirlich in gleicher
Weise auftritt, ermoglichte die Lebesgue-Theorie auf der anderen Seite neue Konvergenz-
begriffe, z.3. Konvergenz {.ii., Konvergenz dem Maf nach, Konvergenz im (quadratischen)
Mittel. Dadurch wurden viele neue Ergebnisse von abschlieBendem Charakter erhalten.
Lebesgue selbst verfafite eine Monographie iiber Fourierreihen ([12}). Wir kénnen darauf
nicht eingehen und wollen nur ein Ergebnis erwahnen, welches falsch wird, wenn man das
Riemann-Integral zugrunde legt.

Satz (Lebesgue, 1903): FEine trigonometrische Reihe, die eine beschrinkte Funktion
darstellt, ist schon eine Fourierreihe.

Es ist interessant, dafl der grofie Durchbruch des Lebesgue-Integrals nicht durch die bisher
beschriebenen Ergebnisse kam, sondern aus einer ganz anderen Richtung.

Darauf wollen wir jetzt eingehen und beschiftigen uns deshalb zuerst mit Integralglei-
chungen, ausgehend von Carl Neumann.

6 Carl Neumanns Weg von der Potentialtheorie zu den Inte-
gralgleichungen

Spezielle Integralgleichungsprobleme traten vereinzelt schon sehr friith auf, so bei Laplace
(1782) und Abel (1823). Hier handelte es sich um reine Inversionsprobleme, d.h. die un-
bekannte Funktion trat nur einmal auf, und zwar im Integral. Der eigentliche Ansto8,
sich mit Integralgleichungsproblemen systematisch zu befassen, kam von Randwertproble-
men bei gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichungen her, beginnend mit Liouville
(1837). Das folgende spezielle Randwertproblem der Potentialtheorie ist spater entschei-
dend fiir die Entwicklung der Theorie der Integralgleichungen geworden.
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6.1 Randwertproblem der Potentialtheorie

Gegeben ist ein ebenes Gebiet G mit stiickweise glattem Rand 8G. Auf dem Rand sei die
stetige Funktion f(s) als Funktion der Bogenlinge s gegeben. Gesucht ist eine Funktion
u = u(z,y) in G U SG mit folgenden Eigenschaften:

(1)  wu erfiillt die Laplace-Differentialgleichung

o? 8
4 _u=0 in G,

2= o

(2)  u erfiillt die Randbedingung

u=f aufdG.

Bekanntlich ist die Funktion

1 1

u(z,y) = %./ac o(s) logmds
eine Losung dieser Randwertaufgabe. Dabei bezeichnet r den Abstand des Punktes (z, y)
zum Randpunkt s und g(s) das Potential einer einfachen Belegung lings des Randes 6G.
Die Funktion g(s) ist allerdings noch unbekannt, d.h. wir haben eine Integralgleichung in
0.
Ohne diesen speziellen Fall weiter zu verfolgen, wollen wir jetzt gleich das allgemeine
Problem aufstellen, welches den Hauptgegenstand der Theorie der linearen Integralglei-
chungen bildet.
Problem: Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und f(s) bzw. K(s,t) gegebene stetige
reellwertige Funktionen auf [a, b] bzw. dem Quadrat [a, )] x [a, b]. Die Gleichung

b
#(s) = A [ K(s,)t)dt = f(s) a<s<b

heifit Fredholmsche Integralgleichung. Gesucht ist eine Losung der Integralgleichung,
d.h. eine Funktion ¢(s), welche die Integralgleichung identisch erfiillt. K(s,t) bezeichnet
man als Kern der Integralgleichung. X ist ein Zahlenparameter. Die Integralgleichung
heifit homogen, falls f(s) = 0 in [a, b] ist, ansonsten inhomogen.

Homogenes Problem: Gesucht sind diejenigen Zahlen (Parameter) A\ = A, (spéter
Eigenwerte genannt), fiir die eine Lésungsfunktion ¢ = ¢ # 0 (spiter Eigenfunktion
genannt) der homogenen Integralgleichung existiert.

Inhomogenes Problem: Zu gegebener rechter Seite f(s) wird eine Lésung ¢ =
&(A, f,s) der Integralgleichung gesucht. Interessiert nur die Abhéngigkeit von A (bei
festem f), so schreibt man oft ¢(A) = ¢¢(A, s).

Carl Neumann gelangte 1877 ausgehend vom 1. Randwertproblem der Potentialtheorie
zu inhomogenen Integralgleichungen obiger Form. Er entwickelte eine eigene Auflésungs-
methode (siehe [13], Methode von Carl Neumann). Diese Methode besteht aus einem
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[terationsverfahren (sukzessive Approximation) der Form:

b
%H@y=ALK@@%amH4@y

Als Ausgangsfunktion (nullte Niherung) wahit man ¢o = 0. In die obige Rekursionsformel
eingesetzt ergibt sich die erste Naherung ¢; = f. Carl Neumann bewies (unter geeigneten
Voraussetzungen) die Konvergenz der so iterativ gewonnenen Funktionen ¢, gegen eine
Grenzfunktion ¢, die Losung. Diese 148t sich darstellen als eine Potenzreihe in A, die
sogenannte Neumannsche Reihe

o) = S [ KOs e+ s6),

n=1

wobei K™ die sogenannten iterierten Kerne sind.

7 Poincarés Ausgangspunkt:
Die schwingende Membran

Auch Poincaré kam in seiner diesbeziiglichen Forschung von einem Randwertproblem der
mathematischen Physik her. Er untersuchte in seiner berithmten Arbeit ([14]) von 1894
die Partielle Differentialgleichung der schwingenden Membran

Ad+Ap =0

unter der Randbedingung (Einspannbedingung), daB ¢ = 0 am Rand der Membran gilt.
Poincaré zeigte die Existenz von abzéhlbar unendlich vielen diskreten Eigenwerten, die
physikalisch den Frequenzen von Grundton und Oberténen der Membran entsprechen. Die
zugehorigen Eigenfunktionen sind gerade die Eigenschwingungen der Membran. Das We-
sentliche an Poincarés Arbeit sind jedoch die folgenden Untersuchungen, in deren Rahmen
er den Existenzbeweis fithrt. Er betrachtet nimlich das inhomogene Randwertproblem

Au+ M = f(z,y)

mit einer hinreichend glatten Funktion f.

Die Lésung u, die von f und A abhingt, stellt physikalisch gesprochen gerade eine erz-
wungene Schwingung dar. Er betrachtet diese Lésung u(z,y,A) (bei festem f) nur in
Abhingigkeit von A, fiir das er auch komplexe Werte zuldft, und zeigt, dafl sie (nach
analytischer Fortsetzung) eine in der komplexen Zahlenebene meromorphe Funktion ist.
Er macht die héchst erstaunliche Feststellung, daf die Polstellen dieser meromorphen
Funktion gerade den Eigenwerten und die Residuen in diesen Stellen gerade den Eigen-
funktionen des homogenen Problems entsprechen. Fiir alle Werte A, die nicht Eigenwerte
sind, ist also das inhomogene Randwertproblem fiir jede Funktion f eindeutig lésbar, um-
gekehrt ist fiir diejenigen Werte ), die Eigenwerte sind, per definitionem das homogene
Randwertproblem losbar.
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In spiteren Arbeiten (1895/96) hat Poincaré das obige Randwertproblem in eine Integral-
gleichung der Form

b
#s) = X [ K(s,)(t)dt = f(s)

umgeformt, ohne jedoch eine allgemeine Auflésungstheorie in Angriff zu nehmen. Das
geschah erst durch Fredholm.

8 Fredholm, der Begriinder der modernen Theorie der Integral-
gleichungen

Die obigen Untersuchungen von Poincaré waren es, von denen Fredholm ausging. Fred-
holm war Student von Mittag-Leffler in Stockholm gewesen und verbrachte kurz vor der
Jahrhundertwende einen Forschungsaufenthalt in Paris, wo er insbesondere mit Poincaré
und seinen Arbeiten in Beriithrung kam. Nach Beendigung seines Aufenthaltes in Paris
sandte Fredholm seine erste kurze Note noch iiber Differentialgleichungen an Poincaré,
der sie im August 1899 den Comptes Rendus weitergab, wo sie im Jahre 1900 veroffent-
licht wurde. Im gleichen Jahr erschien seine erste kurze Abhandlung iiber Integralglei-
chungen in schwedischer Sprache, und 1902 folgten zwei Comptes Rendus Noten iiber
diesen Gegenstand. Ein Jahr spiter erschien seine beriihmte Arbeit ([7]) in den Acta
Mathematica, wo er eine Zusammenfassung und Weiterfithrung seiner Theorie brachte.
Wesentlich beeinflut war Fredholm auch von Volterra, der zum ersten Mal eine Integral-
gleichung (Volterrasche Integralgleichung) als Grenzform eines linearen Gleichungssystems
auffaBte. Dies scheint auch der Weg zu sein, den Fredholm (aus heutiger Sicht) bei seinen
Integralgleichungen gegangen ist, obwohl er explizit in der Acta Arbeit nicht abgeleitet
ist, sondern gleich mit Determinanten begonnen wird.

Der Weg, den in dieser Form erst ausdriicklich Hilbert (1904) beschreitet, ist der folgende:
In der Integralgleichung

¢(s)—A/“bK(s,t)qb(t)dt=f(s) . a<s<hb

wird das Integral durch Riemann-Summen ersetzt. Man zerlegt das Integrationsintervall
b—a

(a.b] durch Punkte t,(¢ = 1....,n — 1) in n gleiche Teile der Lange *=¢ und erhilt mit
t, = b die Gleichung

#8) = 22223 K(s,tolt,) = (s)
q=1

Betrachtet man diese Gleichung nacheinander in den Punkten s, = t;, s, = t5,...,8, = t,
allgemein s, = t,, so erhilt man folgendes lineare Gleichungssystem fiir die Unbekannten
d(tp)i p=1,...,n:

n

¢(tp) - ’\b—Ta z_: K(tp:tq)d"(tq) = f(tp) .

g=1
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Setzt man zur Abkiirzung ¢, = é(t,), fp = f(tp). Kpy 1= K(tp.t;), so lautet das
Gleichungssystem in Matrixform geschrieben

¢1) b (Kn - Kin ¢1) (fl)
i [Pty R =1
dm n Knl Knn ¢n fn

Die Lésbarkeitsbedingungen fiir dieses lineare Gleichungssystem sind aus der linearen Al-
gebra wohlbekannt. Man betrachtet die Determinante D,(A) des Systems, die von A und
n abhdngt. Zundchst sei n fest. D, (A) ist bekanntlich ein Polynom in A (charakteristi-
sches Polynom). Ist A keine Nullstelle des Polynoms, so ist das Gleichungssystem lésbar

und man kann die Lésungen als Briiche von zwel Determinanten darstellen. Anschlieflend
mufl man den Grenziibergang n — oo durchfithren und zeigen, da8 die von n abhangi-
gen Losungen der Gleichungssysteme gegen die Losung der [ntegralgleichung konvergiert.
Fredholm benutzt fiir seine Aufldsung passend gebildete Determinantenformeln, die Helge
von Koch ein paar Jahre zuvor entwickelt hatte. Fiir seine Konvergenzuntersuchungen
braucht er auch Ergebnisse von Hadamard. Sein Hauptergebnis besagt, dafl die inhomo-
gene Integralgleichung fiir diejenigen A eindeutig l6sbar ist. fiir welche die ,,Determinante®
D(X) = lim Dn(}) ungleich Null ist. Er stellt die Analogie zur endlich dimensionalen
linearen Algebra her durch die folgende Alternative.

Fredholmsche Alternative: Entweder ist die inhomogene Integralgleichung l6sbar
bei beliebiger rechter Seite f(s), oder die zugehérige homogene Integralgleichung besitzt
nichttriviale Lésungen.

9 Hilberts allgemeine Auflésungstheorie fiir lineare Integralglei-
chungen

Den Anstof zur Beschiftigung mit der Theorie der Integralgleichungen erhielt Hilbert
durch einen Vortrag des aus Uppsala kommenden schwedischen Mathematikers E. Holm-
gren, den dieser im Wintersemester 1900/01 in Hilberts Seminar hielt. Holmgren sprach
iiber eine neue Theorie zur Auflésung von Integralgleichungen, die sein Lehrer Ivar Fred-
holm entwickelt hatte, und von der bis dahin nur eine kurze Note in schwedischer Sprache
verdffentlicht worden war (Forh. Stockholm. erschienen 10. 01. 1900). Hilbert fing sofort
Feuer und begann auf diesem neuen Gebiet zu arbeiten.

Im Sommersemester 1904 hielt er in Gottingen eine Vorlesung {iber diesen Gegenstand.
Dariiber hat der Physiker Max Born in seiner Autobiographie ([2], S. 126 f.) folgender-
mafen berichtet:

~Nachdem Hilbert dieses groBie Programm abgeschlossen hatte [Grundlagen
der Geometrie], nahm er ein neues Gebiet in Angriff. die [...] Theorie der
Integralgleichungen. Unter Hilberts Hinden verwandelte sie sich aus einem
speziellen Seitenzweig der Analysis in die grundlegende Erforschung der allge-
meinen GesetzméBigkeit der linearen Beziehungen zwischen unendlich vielen
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Hilberts Arbeiten iiber Integralgleichungen sind in sechs Mitteilungen in den Gottinger
Nachrichten aus den Jahren 1904, 1905, 1906 und 1910 niedergelegt und in dem Lehrbuch
»Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen” (Teubner 1912)
zusammengefafit (siehe [9]). Mehrere Schiiler Hilberts arbeiteten auch auf diesem Gebiet
und fithrten seine Untersuchungen weiter oder erginzten sie in wesentlichen Punkten, so
insbesondere Erhard Schmidt in seiner Dissertation von 1905. (Math. Ann. 63 (1907),
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Variablen. Diese Beziehungen beinhalten nicht nur die Fredholmschen Glei-
chungen als einen Sonderfall, sondern auch die gesamte Funktionentheorie und
die unzihligen Differentialgleichungen, die in den vielen Teilen der Mathe-
matik und der mathematischen Physik vorkommen. Hilberts Arbeit bildete
spiter die Grundlage der modernen Quantentheorie, in der sogar Physiker
den Ausdruck Hilbert-Raum fiir die Erweiterung des Raumbegriffs auf eine
unendliche Anzahl von Dimensionen verwenden, mit deren Hilfe die Zustinde
physikalischer Systeme und ihre Veridnderungen beschrieben werden.

Wenn Hilbert an solch einer neuen Sache arbeitete, pflegte er eine Vorlesung
mit einem harmlosen Titel, etwa Differential- und Integralgleichungen, an-
zukiindigen, und dann entwickelte er in diesemn Rahmen seine neuen Ideen,
oft mit revolutioniren Konsequenzen. Eine derartige Vorlesung besuchte ich
in meinem ersten Semester [SS 1904] in Géttingen. Ich habe bereits erwihnt,
dafl dort ein bestimmter Student immer beauftragt wurde, die Vorlesung sehr
sorgféiltig auszuarbeiten und mehrere maschinengeschriebene Kopien herzu-
stellen, von denen eine den Studenten im Mathematischen Leseraum zugéing-
lich gemacht wurde. In der ersten Vorlesung bat Hilbert die Studenten, mit
ihren Notizen nach vorn zu kommen. Etwa ein halbes Dutzend bot ihm seine
Manuskripte an, darunter auch ich. Zu Beginn der zweiten Vorlesung sagte er:
,Es gibt ein Manuskript, das alle andern bei weitem iibertrifft, und ich bitte
Herrn Born, die Ausarbeitung meiner Vorlesung fiir mich und den Leseraum
zu iibernehmen.“ Es war mir héchst peinlich, dafB ich vortreten und unter den
Augen der riesigen Zuhérermenge mein Manuskript holen mufite, doch ich war
auch sehr gliicklich — und mit gutem Grund. Denn ich hatte jetzt den eng-
sten Kontakt mit dem groBen Mathematiker; jedes Mal, wenn Hilbert meinen
Entwurf der Ausarbeitung gelesen hatte, gab es mit ihm eine lange Diskus-
sion iiber Fehler und mégliche Verbesserungen, und ich hatte die Gelegenheit,
einen Blick auf die Arbeit eines der machtigsten Gehirne jener Zeit zu werfen.
Doch mehr als das; Hilbert fand gleich bei unserer ersten Begegnung Gefallen
an mir und behandelte mich bald wie einen vertrauten jungen Freund.*

433-476).

Bei Hilbert sind zwei Perioden beziiglich seiner Arbeiten zu Integralgleichungen scharf zu

trennen.
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1. Periode (1904): Endliche Gleichungssysteme

Hilbert betrachtet bei seiner Theorie der linearen Integralgleichungen symmetrische Kerne,
d.h. Kerne, bei denen K (s,t) = K(t,s) fiir alle s, ¢ gilt; dies ist ein Charakteristikum fiir
den Aufbau seiner Theorie. Dafi dies eine natiirliche Forderung ist, sieht man etwa bei
der Anwendung auf Eigenwertprobleme bei linearen gewohnlichen und partiellen Diffe-
rentialgleichungen, denn dort ist der Kern gerade die Greensche Funktion, und diese ist
naturgemif symmetrisch.

Hilbert gelangt nun von der Integralgleichung durch Diskretisierung zu endlichen linearen
Gleichungssystemen und gewinnt Aussagen iiber die Losungen des homogenen und inho-
mogenen Problems durch Grenziibergang aus dem Endlichen (1. Mitteilung von 1904).
Danach gibt er Anwendungen fiir Randwertprobleme bei Differentialgleichungen und beim
Dirichlet-Problem (2. und 3. Mitteilung von 1904 und 1905). Das Hauptergebnis der
1. Periode ist der folgende Satz.

Entwicklungssatz (Hilbert, 1904; E. Schmidt, 1905):
Gegeben sei die lineare Integralgleichung

b
#(s) - A [ K(s,)g(t)dt = f(s) , a<s<b

mit einer in [a, b] stetigen Funktion f und einem in [a, b] X [a, b] stetigen, symmetrischen
Kern K(s,t).

Dann hat das homogene Problem abzdhlbar viele Eigenwerte A, mit zugehorigen Eigen-
funktionen ¢,, aus denen man ein Orthonormalsystem bilden kann, so daBl jede Funktion
g der Form

ols) = [ " K(s,t)h(t) dt

mit willkiirlicher in [a, b] stetiger Funktion h eine Fourierentwicklung der Form

9(s) = c1¢1(s) + cada(s) + ... .
besitzt. Dabei sind
b
en= [ 9(s)tn(s) ds

die Fourierkoeffizienten (beziiglich des Orthonormalsystems).
Die Fourierkoeffizienten erfiillen die Relation

o b
&= [ g(s)ds.
= [ s

2. Periode (1906): Unendliche Gleichungssysteme

In seiner 4. und 5. Mitteilung aus dem Jahre 1906 hat Hilbert eine vollkommen neue
Auflosungstheorie fiir die oben betrachtete lineare Integralgleichung gegeben. Im Gegen-
satz zur 1. Periode arbeitet hier Hilbert von vornherein mit linearen Gleichungssystemen
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mit unendlich vielen Unbekannten. Wir wollen den entscheidenden Kern der Theorie hier

wiedergeben (vgl. [9], S. 179 ff.) Die Lésung der linearen Integralgleichung wird auf die

Losung eines unendlichen linearen Gleichungssystems in den Unbekannten cy,cs,cs, ...
o0

zuriickgefiihrt, deren Quadratsumme Z c2 konvergiert. Die Verbindung zwischen diesen
n=1

beiden unterschiedlichen Aufgaben wird geschaffen durch ein vollstindiges Orthonormal-

system {@, }$° im Prahilbertraum C|a, b] mit dem inneren Produkt (u, v) := [Pu(s)v(s) ds,

wie wir heute sagen wiirden. Gegeben sei also die inhomogene lineare Integralgleichung,

wobei wir statt bisher fir —AK(s,t) mit Hilbert einfach K(s,t) schreiben, was fiir das
inhomogene Problem natiirlich ohne Belang ist. Damit haben wir als Integralgleichung

86+ [ K090 di= 1) (e<s<h).

Ubrigens braucht fiir die folgenden Betrachtungen der Kern nicht notwendig symmetrisch
zu sein. Da wir das inhomogene Problem betrachten, sei f(s) # 0 in [a,b], f und K seien
wie bisher stetige reellwertige Funktionen auf [a, b] bzw. [a,b] x [a,b)].

Das Problem besteht nun im Auffinden der unbekannten Funktion ¢. Dazu wird ¢ ver-
wandelt in eine Zahlenfolge (c,), indem man ¢ die Fourierkoeffizienten beziiglich des
Orthonormalsystems {¢,} zuordnet, d.h.

= ($60) = [ $(s)6n(s) ds

Nun sind die Unbekannten die ¢,, » = 1,2,3,... . Da das Orthonormalsystem ¢,
vollstindig ist, gilt die Parsevalsche Formel
(19) = 3060, 60)
Dies liefert angewandt auf u = v = ¢ zum einen
i e = /b ¢*(s) ds , also insbesondere i & < oo
= a

n=l]
und zum andern angewandt auf
u(t) = K(s,t) und o(t) = &(¢t)
die Gleichung
b
/ K(s, t)é(t) dt = Z Kn(s)em

b
wobei K,(s) := / K(s,t)pm(t) dt ist.
Dadurch wird die Integralgleichling umgeformt in die Gleichung

¢(S)+ZK siem = f(8) .
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Die in dieser Gleichung vorkommende unendliche Reihe konvergiert gleichmifig in s.
Um das einzusehen, wendet man das Weierstraische Majorantenkriterium und zuvor die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an und beachtet, dafi

Y Ki(s) = fK'Q(s, t) dt < Const.
m=1 a

aus der Bedingung der Stetigkeit fiir K folgt.
Die obige Gleichung wird nun mit ¢, durchmultipliziert und anschlielend integriert. Man
erhilt -

cﬂ+ZKnmCm=fn (Tl=123,)

m=1

wobel Kp,, 1= /b K (s)pn(s)ds und f, = /b f(5)¢.(s) ds die Fourierkoeffizienten von f
sind. : *

Damit haben wir die Integralgleichungen in dieses unendliche System von linearen Glei-
chungen in den Unbekannten ¢, (n = 1,2,...) mit konvergenter Quadratsumme iiberge-
fiihrt. Ist ¢ € Cla.b] eine Losung der Integralgleichung, so sind, wie wir gesehen haben,
die Fourierkoeffizienten ¢, = (¢, ¢,) eine Losung dieses unendlichen Gleichungssystems,

die Y ¢Z < oo erfiillt.

n=1
Umgekehrt ergibt sich: Ist (c,) eine beliebige Zahlenfolge mit konvergenter Quadratsumme
Lésung des obigen unendlichen Gleichungssystems, so erhilt man durch

= f(s) - Z Ka(s)en

eine stetige Losung der Integralgleichung.

Fiir stetige Funktionen ¢, K, f erhidlt man auf diese Weise eine schéne geschlossene
Theorie. Schon friih gab es allerdings aus der Praxis herriihrende Integralgleichungen, bei
denen der Kern K unstetig war. Man erkennt, daf fiir viele der obigen Ableitungen die
Stetigkeit der beteiligten Funktionen nicht wesentlich ist. Entscheidend ist vielmehr die
quadratische Integrierbarkeit und damit zusammenhingend die Parsevalsche Gleichung

Qo

[#ea=wa=3a

Bezeichnet man mit R? die Klasse der auf dem Intervall [a,b] quadratisch Riemann-
integrierbaren Funktionen ¢, d.h. es gilt / ’ ¢°(s)ds < oo, dann kann man folgendes
schlieflen: - :

Folgerung: ¢ € R> = Z ¢z < 0.

Ein Problem, das sich an dieggrl Stelle aufdringt, und welches hdchstwahrscheinlich von

einigen Mathematikern, die sich mit Integralgleichungen beschéftigten, betrachtet wurde,
ist das folgende.
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Mogliches Problem von 1904: Gilt in der obigen Folgerung auch die Umkehrung,
xR

d.h. gibt es zu einer beliebigen Zahlenfolge ¢, mit der Eigenschaft Z cﬁ < oo eine Funk-
n=1
tion ¢ € R? derart, daB die ¢, gerade die Fourierkoeffizienten von ¢ beziiglich eines

Orthonormalsystems ¢, sind, d.h. gilt ¢, = (¢, ¢,.) fiir alle n € N?

Dafl dieses so gestellte Problem in eine Sackgasse fiithrt, wurde erst spiter klar, denn der
Riemannsche Integralbegriff ist prinzipiell unzureichend. Eine Losung gelang allerdings
nicht Hilbert oder einem seiner engeren Schiiler, sondern einem jungen ungarischen Ma-
thematiker, der 1901/02 und 1903/04 Vorlesungen bei Hilbert in Géttingen gehért hatte:
Friedrich Riesz.

Er benutzte den gerade erst geschaffenen Lebesgueschen Integralbegriff.

10 Die Verkniipfung des Lebesgue—Integrals mit
Integralgleichungen durch Friedrich Riesz

Friedrich Riesz brachte die Hilbertsche Theorie der Integralgleichungen in Verbindung
zur Lebesgueschen Integrationstheorie. Er merkte, dafl der fiir das im vorigen Abschnitt
angesprochene Problem addquate Raum der der im Lebesgueschen Sinne quadratinte-
grierbaren Funktionen

2
L?:= {f :[0,2x] = R : f Lebesgue—mefibar und -[) f(s)ds < oo}

ist. Dabei haben wir hier als Intervall [a,b] geeigneterweise [0,2n] gewihlt. Es ist in-
teressant zu verfolgen, wie ihm der Gedanke gekommen sein mag, dal der Raum L? der
geeignete Kandidat fiir das Problem sei. Naheliegend ist die Vermutung, dafl ihm die Idee
beim Lesen der Lebesgueschen Dissertation [10] von 1902 kam oder beim Studium von
Lebesgues Schriften iiber Integrationstheorie [11] oder {iber trigonometrische Reihen [12].
Dem war jedoch nicht so.

Den Ansto8 erhielt er durch die berithmte Acta—Arbeit [4] von Fatou aus dem Jahre 1906,
die aber ein anderes Thema behandelt, ndmlich Randwerteigenschaften von gewissen im
Einheitskreis harmonischen und holomorphen Funktionen. Dies hat Riesz 40 Jahre spiter
selbst bestitigt (siehe [18], S. 327).

Da8l es so gewesen sein muf}, geht aber auch direkt aus F. Riesz Arbeiten ([16], [17]) aus
dem Jahre 1907 hervor, wo er im Beweis seines Hauptsatzes ganz wesentlich ein Ergebnis
iiber das Poissonintegral aus dieser Fatouschen Arbeit benutzt ([4], S. 346). Die Idee,
den Raum L2 bei seinen Betrachtungen zugrunde zu legen, scheint ihm auch durch die
Fatousche Arbeit gekommen zu sein, und zwar folgendermafien. In der Hilbertschen Inte-
gralgleichungstheorie von 1906 spielt, wie wir im vorigen Abschnitt dargelegt haben, die
Parsevalsche Gleichung eine entscheidende Rolle. Diese Gleichung wird in der Fatouschen
Arbeit ([4], S. 379) zum ersten Mal ausgedehnt auf den Raum L? und gewinnt dadurch
ihre endgiiltige Gestalt. Sie lautet:
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Parsevalsche Gleichung (Fatou; 1906): Sind ¢, die Fourierkoeffizienten einer Funk-
tion f aus L? beziiglich eines vollstindigen Orthonormalsystems, so gilt

27 o0

[ feds=% .

0 n=1
Damit war es nur noch ein kleiner Schritt zu dem Hauptergebnis von Friedrich Riesz,
welches das Problem aus Abschnitt 9 16st. Das Ergebnis ist uns heute bekannt unter dem
folgenden Namen.
Satz von Riesz—Fischer (1907): Sei {¢,}$° ein vollstindiges Orthonormalsystem im
Raum L2.

(a) Ist ¢ € L? eine beliebige Funktion, so gilt fiir die Fourierkoeffizienten ¢, = (¢, $,)
die Ungleichung ) 2 < oo.

n=]

oo
(b) Ist umgekehrt (c,) eine beliebige Folge von Zahlen mit % ¢’ < oo, so gibt es eine
n=1

Funktion ¢ € L? derart, da8 die ¢, die Fourierkoeffizienten von ¢ sind, d.h. es gilt
¢n = (@, ) fiir alle n.

Teil (a) ist die einfache Richtung, sie folgt direkt aus der Besselschen Ungleichung. Der
nichttriviale Teil ist (b).

Der F. Rieszsche Originalbeweis des Teiles (b)
Riesz betrachtet das Orthonormalsystem {712—’; , %ﬁz ,
jedoch sein Beweis, wenn man den komplexen Raum L? mit dem vollstindigen Orthonor-

malsystem {Vlz—xei"‘}io betrachtet; zu einer Funktion f € L? hat man dann die Fourier-

’%%9 }:o Viel durchsichtiger wird

oy _ L o m
koeffizienten ¢, = (f,e™) = o / f(t)e™™" dt und die Fourierreihe ) cne™.
0

—c0
Der Ausgangspunkt fiir den Teil (b) ist aber nun gerade umgekehrt: Gegeben ist eine
+00
(jetzt komplexe) Zahlenfolge (c,) mit Y |ca|* < co. Gesucht ist eine Funktion f € L?,

so dafl l-m ’
- —tnt dt
JAOL

Cp = 2—1I’
fiir alle n € Z gilt.
F. Riesz geht folgendermaflen vor: Er betrachtet die mit ¢, formal gebildete trigonometri-
+m .
sche Reihe Z Cne™ = co+ Z cp,€™, von der er zeigen will, daB sie sogar eine Fourierreihe

nF0
ist. Er betrachtet diese Reihe ohne absolutes Glied, integriert formal gliedweise und erhalt

z icneint .

n#olﬂ.
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+00
Jetzt nutzt er die Voraussetzung z:c?1 < oo aus. Diese garantiert ihm, da die so for-

mal gebildete Reihe gleichméifig g-egen eine Funktion F' von beschrinkter Schwankung

1
konvergiert, d.h. es gilt F(t) = Z —cne'™. Er wendet nun den Lebesgueschen Satz an
n#0
(siehe z.B. [1]. S. 135), welcher besagt, da8 eine Funktion von beschrinkter Schwankung

f.i. differenzierbar ist, d.h. F'(t) existiert f.i. Er setzt
flt) =co+ F'(t) .

Die Schwierigkeit besteht darin zu zeigen, da erstens die Funktion f aus L? ist und
zweitens die ¢, die Fourierkoeffizienten von j sind.
Dazu betrachtet er das mit F' gebildete Poisson-Integral

F(r,0) := 2i7r /0 " p(r, 0 — t)F(t) dt

Dabei ist P der Poissonkern fiir den Einheitskreis. Bekanntlich ist F(r,8) eine im Ein-
heitskreis harmonische Funktion. Benutzt man die Darstellung ([20], S. 111)

P(r.® —t)= z rinlgin(6-1)
n€Z
fiir den Poissonkern und die eben abgeleitete Reihendarstellung fiir F(t), so erhilt man
oben eingesetzt, nachdem man Integration und Summation vertauscht hat (was fiir r < 1
zuldssig ist), die Darstellung

1 )
— - Inf jin(©-t)
F(r,8) g:;)in c.r'™e .
Die Funktion F(r,8), die auch noch von r abhingt, ist als harmonische Funktion fiir
r < 1 beliebig oft nach r und © differenzierbar, da die Reihe in jedem kompakten Teil des
Einheitskreises gleichméafiig in r und © konvergiert. Die Ableitung von F nach © kann
man daher durch gliedweise Differentation gewinnen. Man erhilt

Z c"rlnleine ,

n3#0

F(r,8) _
e

d.h. die Ableitung dieser Funktion ist gleich ihrer Fourierreihe und die Fourierkoeffizienten
sind ¢, r".
Um den Grenziibergang r = 1 durchzufiihren, benutzt nun F. Riesz folgenden Satz von
Fatou ([4], S. 346; siehe auch (8], S. 334, Satz 2).
Satz (Fatou, 1906): Hat die Funktion F fiir © = 6, eine endliche Ableitung F'(8y).
so gilt
. OF(r,©)
lim ———

— !
rol ae - F (90) b)
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wobei die Anndherung radial erfolgt, d.h. es ist © = Gy.

Um auch noch F’(t) € L? zu erhalten bemerkt Riesz, da8 die Funktionen g‘g—ez, die fiir
jedes feste r > 1 natiirlich aus L? sind, sogar gleichmifBig L?-beschrinkt sind (beziiglich
r — 1). Dann ist die Grenzfunktion F'(t) und damit auch f(t) aus L? und die Fourier-
koeffizienten von f(t) sind die Grenzwerte der Fourierkoeffizienten der Funktionen ﬂ’;;_‘@
fiir r — 1, d.h. die Fourierkoeffizienten der Grenzfunktion sind ,1_1_1’1% e, d.h. ¢, (n€Z),
was zu zeigen war. Damit sind die beiden Behauptungen bewiesen.

11 Schluf3bemerkungen

Friedrich Riesz hat durch seine Ergebnisse die Hilbertsche Theorie der Integralgleichun-
gen durch Heranziehung des Lebesgue-Integrals und des Raumes L? der quadratisch
Lebesgue-integrierbaren Funktionen in eine befriedigende und endgiiltige Form gebracht.
Die der Theorie zugrundeliegende Eigenschaft des Raumes L? ist die der Vollstiindigkeit
(die dem entsprechenden Raum R? der quadratisch- Riemann-integrierbaren Funktionen
nicht zukommt). Dies hat auch E. Fischer bemerkt und seine Arbeit iiber diesen Gegen-
stand ist im gleichen Band (Nr. 144) der Comptes Rendus von 1907 erschienen, in der
die Rieszsche Arbeit [16] zu finden ist.

Von diesen Arbeiten von Hilbert (1906), F. Riesz (1907) und E. Fischer (1907) hat die
moderne Funktionalanalysis wesentlich ihren Ausgangspunkt genommen (siehe dazu auch
[3], S. 119 £.). Sie hat sich bald zu kriftiger Bliite entwickelt und ist zu einer grundlegenden
Disziplin innerhalb der Mathematik geworden. Einen Aufbau der Funktionalanalysis in
diesem Sinne findet man in dem bekannten Buch von Riesz und Sz.-Nagy [19]. Einige
Aspekte der weiteren Entwicklung der Theorie der Integralgleichungen sind auch im Buch
von Dieudonné [3] dargestellt.
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