§ 7 ToroLoGiSCHE RAUME UND MNACHBARSCHAFTSRAUME

STUDIERHINWEISE 22U § 7

In den Paragraphen 1 bis 6 des vorliegenden Buches ist die Theorie me-
trischer R3ume entwickelt worden. Der 7. Paragraph stellt einen Aus-
blick und eine Einfiihrung in die Theorie von topologischen und Nach-
barschafts-Rdumen dar.

Die bisher vagen Begriffe der topologischen und der uniformen Struktur
eines metrischen Raumes erhalten hier eine prédzise Fassung.

Die Abschnitte 7.1. und 7.2. dienen der Definition von topologischen
Riumen und von Nachbarschaftsrdumen. Es wird gezeigt, daB sie geeig-
nete Hilfsmittel zur Prédzisierung der Begriffe "topologische Struktur"
bzw. "uniforme Struktur" eines metrischen Raumes sind. Andererseits
entstehen neue Schwierigkeiten dadurch, daB die beim Studium metrischen
Riume so niitzlichen Begriffe wie "Konvergenz einer Folge" und "benach-
barte Folgen" im allgemeineren Rahmen sich als wenig geeignete Werk-
zeuge erweisen und durch kompliziertere ersetzt werden milssen. Diese
Abschnitte sollten sorgfdltig studiert werden.

In Abschnitt 7.3. wird kurz der Zusammenhang zwischen Topolegien und
Nachbarschaftsstrukturen behandel:z. Der Leser soll hier ein Gefiihl filir
die in der mengentheoretischen Topologie Ublichen Methoden und Tech-
niken bekommen; sie sicher zu beherrschen wird z.B. durch die Erarbei-
tung eines weiterfithrenden Topologie-Buches ermSglicht.

7.0 EINFUHRUNG
Die Paragraphen 1 bis 6 dieses Buches galten dem Studium metrischer

Riume. Eine Fiille interessanter und wichtiger SHdtze wurde hergleitet.
Viele Ergebnisse der Analysis erwiesen sich als Spezialfdlle erheblich
allgemeinerer Resultate iiber metrische Rdume, was besonders diejenigen
schitzen werden, die sich spdter z.B. im Rahmen der Funktionalanalysis
noch eingehend mit speziellen metrischen Rdumen, z.B. normierten Vek-

torriumen, Banachriumen und Hilbertrdumen,beschdftigen werden.

Andererseits hat insbesondere der Paragraph 6 die Grenzen der Brauch-
barkeit des Metrik-Begriffs aufgezeigt. Das sehr natlirliche und fiir
die Analysis wichtige Konzept der einfachen Konvergenz von Funktionen-
folgen 1&Bt sich, wie wir in 6.6.1 sahen, (im Gegensatz zum Konzept
der gleichmidSigen Konvergenz von Funktionenfolgen) nicht mit einer Me-
trik beschreiben. Die in den §§ 1 - 6 entwickelten Methoden und Ergeb-
nisse sind somit zum Studium der einfachen Konvergenz nicht geeignet.
Bereits vorher (insbesondere beim Studium der Funktionenrdume 52 und
531) wurde deutlich, daB Metriken i.allg. nur Hilfsmittel sind, um
topologische oder uniforme Begriffe zu definieren. Die Tatsache, das8
i.allg. sehr viele verschiedene Metriken dieselben topologischen bzw.
uniformen Begriffe erzeugen (d.h. topologisch bzw. uniform &dquivalent
sind) wird der Leser insbesondere in 6.1.2 und 6.2.3 wohl eher als




- 155 -

verwirrend denn als erhellend betrachtet haben. Es widre in diesen F&l-
len viel natlirlicher gewesen, direkt (d.h. ohne Zuhilfenahme einer
weitgehend willkiirlich gewdhlten Metrik) in geeigneter Form eine all-
gemeinere Struktur auf den Mengen x" und an einzufiihren, die aber
ausreicht, alle topologischen bzw. uniformen Begriffe zu definieren.
Dazu wdre es natiirlich nbtig gewesen, vorher zu definieren, was eine
solche Struktur ist. Das soll in diesem Paragraphen kurz nachgeholt
werden. Eine sorgf&ltige Darstellung dieser Strukturen muf allerdings
einem weiterfiihrenden Topologie-Buch vorbehalten bleiben.

Topologische Strukturen, sog. Topologien, werden wir in 7.71. mit Hilfe
des Operators cl einfiihren und kurz andeuten, wie die topologischen
Begriffe aus §1 sich in dem verallgemeinerten Konzept der (symmetri-
schen) topologischen Rdume wiederfinden. Uniforme Begriffe wie gleich-
mdBige Stetigkeit werden wir in 7.2. mit Hilfe von sogenannten Nach-
barschaftsrdumen einflihren, deren Struktur sich durch Axiomatisierung
der Relation "A ist benachbart zu B" ergibt. Schlieflich zeigen wir in
7.3., daB das Konzept der Nachbarschaftsridume komplexer ist als das-
jenige der symmetrischen topologischen Riume: Jede Nachbarschafts-
struktur induziert eine symmetrische Topologie und jede symmetrische
Topologie kommt so zustande, aber verschiedene Nachbarschaftsstruktu-

ren kénnen dieselbe Topologie induzieren.

Eine Durchsicht der Hauptergebnisse dieses Kurses-wird zeigen, daB in
keinem (mit der einzigen Ausnahme des Banachschen Fixpunktsatzes) die
Metrik explizit vorkommt. Jedes dieser Ergebnisse 148t sich somit in
der Theorie der topologischen Riume oder der Nachbarschaftsriume for-
mulieren. Bei den Beweisen haben wir jedoch z.T. sehr kriftig von der
Metrik Gebrauch gemacht (analysieren Sie z.B. den Beweis des Fort-
setzbarkeitstheorems 2,3.5). Viele dieser Ergebnisse sind somit in
allgemeinerem Rahnen zwar formulierbar, aber nicht oder nur unter zu-
sdtzlichen einschridnkenden Voraussetzungen giiltig und im Giiltigkeits-
fall oft nur unter Heranziehung erheblich komplizierter Techniken be-
weisbar.

7.1 TOPOLOGISCHE RAUME

7.1.1 DEFINITIONEN

(1) Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Abbildung cl, die jeder
Teilmenge A von X eine Teilmenge ¢l A von X so zuordnet, daB folgende
Axiome erfillt sind:

(T1) cl @ =g,
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(T2) A < cl A,

(T3) cl(A U B) =clAaUclB,

(T4) «cl(cl A) = cl A.

Flir jedes A « X heiBit cl A die abgeschlossene Hille von A in (X,cl).

(2) Eine Topologie ¢l auf X heifit symmetrisch, falls fiir x € X, v € X
aus x € cl{y} stets y € cl{x} folgt.

(3) Ist ¢l eine (symmetrische) Topologie auf X, so heift (X,cl) ein
{symmetnischen) topofLogischen Raunm.

(4) Eine Abbildung f: (X,cl) - (X',cl') zwischen topologischen R&umen
heift stetig, falls aus A c X stets flcl Alccl'(£[A]) folgt.

7.1.2 SATZ UND DEFINITION
(1) 1st (X,d) ein metrischen Raum, 80 {41t die Abbildung cld, die jeden

Teilmenge A von X ihne abgeschlossene Hille in (X,d) zuoadnel, edne
symmetnische Topologie auf X. Sie heift die dusrch die Metrnik 4 indu-
z{ente Topofogie auf X.

(2) Sind (X,d) und (X',d') metraische Rdume und is% £: X » X' edne Ab-
bildung, so sind dquivalent:

(a) £: (X,d) - (X',d') {8t stetig 4im Sinne von 2.1.3.

(b)y f£: (X,cld) - (X’,cld,) {32 sfetig 4m Sdinne von 7.,1.1(4)

(3) Sind @ und 4" Metriken aud X, sc¢ sind dquivalent:
(a) d und d' sind topologisch dquivalent.

(b) d und d' Jinduzienen diesetfbe Topologie augf X, d.h. cly = cly..

Beweis:

(1) 1.2.11,
(2) 2.1.15(1).
(3) 2.2.6.

7.1.3 BEISPIELE
(1) Auf der Menge X

{0,1} gibt es genau 4 verschiedene Topologien:

(i) die durch ¢l A

A definierte Topologie;

(ii) die durch cl A =| X+ £alls O € A 4 ¢injerte Topologie:
A sonst

(iii) die durch «cl A = X, falls 1 € A definierte Topologie;
| A sonst

(iv) die durch cl A = ¢, falls A = ¢ definierte Topologie:
L X sonst

flir letztere gilt insbesondere 1 € cl{o} und o € cl(1}.
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Die in (i) definierte Topologie cl wird durch die diskrete Metrik dD

auf X induziert, also cl = cld . Keine der anderen 3 Topologien auf X
D

wird durch eine Metrik induziert: Die Topologien in (ii) und (iii)
sind nicht symmetrisch (fir x # y gilt x € cl{y} o= y € cl{x}); die
Topologie cl aus (iv) ist zwar symmetrisch, aber weil fiir jede Metrik
4 auf X = {0,1} und x € X stets cld{x) = {x} gilt, ist cld + cl.

(2) Wie obiges Beispiel zeigt, gibt es Topologien, die nicht durch ei-
ne Metrik induziert werden. Die folgende Tabelle* macht das noch deut-
licher:

Anzahl aller Topologien Anzahl aller symme- Anzahl aller metrik-
auf X = {1,...,n) trischen Topologien induzierten Topolo-
auf X = {1,...,n} gien auf

X = {1,...,n}

2 4 2 1
3 29 S 1
4 355 15 1
5 6 942 52 1
6 209 527 203 1
7 9 535 341 877 1
8 642 779 354 4 140 1
9 63 260 289 423 21 147 1

7.1.4 DEFINITIONEN
Sei (X,cl) ein topologischer Raum, seien A < X, x € X und (xn) eine

Folge von X.

(1) x heiBt Beaihrpunkt von A in (X,cl), falls x € cl A gilt.

(2) A heift abgeschlossen in (X,cl), falls A = cl A gilt.

(3) A heiBt offen in (X,cl), falls X\A abgeschlossen in (X,cl) ist.
(4) Die Menge int A = X\cl(X\A) heiBt offenen Kean von A in (X,cl).

*Aus: Marcel Erné, Struktur- und Anzahlformeln fir Topologien auf end-
lichen Mengen, Manuscripta Math. 11 (1974), S. 221 - 259.
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(5) A heipt Umgebung von x in (X,cl), falls x € int A gilt.

(6) x heiBt Grenzweart oder Limes von (xn) in (X,cl), falls jede Umge-
bung von x fast alle Glieder von (xn) enthdlt. In diesem Fall sagt man
auch, (xn) konvergient in (X,cl) cegen x und schreibt (xn) - X.

(7) x heiBt Veadichtungspunkt von (xn) in (X,cl), falls jede Umgebung
von x unendlich viele Glieder von (xn) enthdlt.

7.1.5 SATZ

1at (X,d) ein metndschen Raum und {482 cld die dunch d induzierte To-
pologie auf X, so0 decken sich die £n 7.1.4 bzgl. (x,cly) deginieaten
Begriffe fewedilfs mit den in §1 bzgl. (X,d) dedinienten gleichlauten-
den Begriffen.

Beweis:

(1) 1.2.5.

(2) 1.2.12.

(3) 1.2.22,

(4) 1.2.18.

(5) 1.2.25(1).

(6) 1.3.1 und 1.3.6.
(7) 1.3.1,

7.1.6 SATZ

In topofogischen Rdumen (X,cl) geften zwischen den in 7.1.4 definien-
ten Begriffen folgende Beziehungen:

(Die Ziffern in den Pfeilen beziehen sich auf die nachfolgende

Liste.)
Grenzwert 16‘ Verdichtungspunkt
einer Folge einer Folge

Beriihrpunkt <:§7 10~ [0mgebung
einer Menge eines Punktes

abgeschlossene 71 EE>> offener Kern
Hille cl A int A
abgeschlossene

13 44IE>> offene Menge
Menge
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(1) x Beriihnpunkt von A e x € cl A.

(2) ¢l A= {x € X| x ist Berithrpunkt von A}.

(3) cl A=n{Bc XlAcBund B ist abgeschlossen].

{4) A abgeschlossen «= A = cl A.

(53) A {at Umgebung von x e=e x € int A.

(6) int A {x € XIA ist Umgebung vcn x}.

(7) int A U{B € XIB <« A und B ist offen}.

(8) A offen e= A = int A,

(9) x Bealdhrpunkt von A e= jede Umgebung von x hat nichtlfeeren Durch-
schnitt mit A.

{(10) A Umgebung von x = x kedin Benidhrpunkt von X\A.

(11) cl A = X\int (X\a).

(12) int A = X\cl(X\A).

(13) A abgeschlossen e= X\A offen.

(14) A offen o= X\A abgeschlossen.

(15) x Vendichtungspunkt von (%) o= jede Umgebung von x enthdlt un-

endlich viele GLieden von ).
(16) x Grenzwent von (x ) e x Verdichtungspunkt jeder Tedilfolge vonr

(xn).

Beweis:

(1),(2),(4),(5),(6),(12),(13),(14) und (15) folgen unmittelbar aus
7.1.4. Die Beweise der restlichen Aussagen verlaufen analog wie die
Beweise der entsprechenden Ergebnisse ilber metrische R&ume. Exempla-
risch filhren wir den Beweis zu (16) vor:

="; Jede Umgebung von x enthdlt fast alle Glieder von (xn), somit
erst recht fast alle Glieder einer beliebigen Teilfolge (xni), ins-

besondere also unendlich viele Glieder (vgl. 1.3.10(1}).

nn

«": Angenommen, es existiert eine Umgebung U von x, die nicht fast
alle Glieder von (xn) enthdlt, also fir die zu jedem i ein ng 2 i
mit x, € U existiert. Dann ist x sicher nicht Verdichtungspunkt

i
der Teilfolge (x, ) von (xn).
i

7.1.7 BEMERKUNGEN

(1) Wie der Satz 7.1.6 zeigt, bestehen in einem topologischen Raum
zwischen den Begriffen Beriihrpunkt, abgeschlossene Hiille, abgeschlos-
sene Menge, Umgebung, offener Kern und offene Menge enge Beziehungen.

Insbesondere ist die Topologie eines topologischen Raumes vollstdndig
durch die Kenntnis eines dieser 6 Begriffe bestimmt. DemgemdB8 hdtten

wir bei der Definition der Topologie in 7.7.1 anstelle von cl irgend-
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einen anderen dieser 6 Begriffe an den Anfang stellen k&nnen, ohne dasB
die Beziehungen zwischen diesen 6 Begriffen zerstdrt wiirden. An die
Stelle von (T1) bis (T4) milssen dann natiirlich andere, den entsprechen-

den Begriff vollstdndig charakterisierende Axiome treten.

Es kann somit nicht {liberraschen, ca8 einige Autoren einen anderen die-
ser Begriffe als Grundbegriff wdhlen. Meistens wird der Begriff der
offenen Menge gewdhlt, der zwar etwas weniger anschaulich ist, aber
gewisse formale Vorteile besitzt. Einige unserer Definitionen in

7.1.4 werden in einem derartigen Aufbau zu S&tzen, einige unserer Er-
gebnisse in 7.1.6 dafir zu Definitionen. Das in 7.1.6 zum Ausdruck
kommende Beziehungsgefiige bleibt jedoch erhalten. (Vgl. unten 7.1.9(2),
(3).)

(2) Dem Leser wird aufgefallen sein, daB wir in obigen Erdrterungen
die beiden Begriffe Grenzwert und Verdichtungspunkt von Folgen ausge-
spart haben. Ihm wird ferner aufgefallen sein, daB in 7,1.6 keine
Pfeile von einem dieser Begriffe zu einem der restlichen 6 Begriffe
fihren. Der Grund hierfiir ist die bedauerliche Tatsache, daB Folgen

in der Theorie metrischer Rdume 2zwar ein sehr niitzliches Werkzeug sind,
in der Theorie topologischer R&ume hingegen ein recht unbrauchbares
Instrument darstellen. So gilt - wie wir mit folgendem Beispiel bele-
gen werden - u.a. der Satz 1.3.11, welcher besagt, daB x genau dann
Berihrpunkt von A ist, wenn es eine Folge (an) in A gibt, die gegen x
konvergiert, fir topologische Ridume i.a. nicht. So ist es notwendig,
fir das Studium topologischer Rdume ein komplizierteres Werkzeug zu
schmieden: den Begriff des Filters bzw. die Begriffe Grenzwert und
Verdichtungspunkt von Filtern. Der Filterbegriff spielt in der Theorie
der topologischen Riume dieselbe Rolle wie der einfachere und anschau-
lichere Folgenbegriff in der Theorie metrischer Riume. Beziiglich De-
finition und Details verweisen wir auf weiterfilhrende Topologie-Lehr-
bilicher.

7.1.8 BEISPIELE
(1) Sei X eine beliebige iberabz&hlbare Menge (z.B. X = R).
A, falls A hdchstens abzidhlbar ist,

Durch ¢l A = A bzw. cl'A = [
X sonst

werden zwei verschiedene Topologien cl bzw. cl' auf X definiert. Den-
noch lassen sich sowohl Verdichtungspunkte als auch Grenzwerte von

Folgen bzgl. dieser beiden Topologien nicht unterscheiden, denn es
gilt:
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(i) Aquivalent sind:
(a) x ist Grenzwert von (xn) in (X,cl).
(b) x ist Grenzwert von (xn) in (X,cl').

(c) 3m vnz2m xn = X.

(ii) Aguivalent sind:
(a) x ist Verdichtungspunkt von (xn) in (X,cl).
(b) x ist Verdichtungspunkt von (xn) in (X,cl').

(c) yn 3m 2 n X = X.
™

Demnach reicht die Kenntnis aller Grenzwerte und Verdichtungspunkte

von Folgen nicht aus, um die Topologie zu erkennen, Ferner hat (X,cl’)
die unangenehme Eigenschaft, daB fiir beliebiges x € X der Punkt x zwar
ein Beriihrpunkt von A = X\ {x} ist, es aber keine Folge (an) in A gibt,

die in (X,cl') gegen x konvergiert.

(2) Die Kenntnis aller Grenzwerte von Folgen impliziert i.allg. nicht
einmal die Kenntnis aller Verdichtungspunkte von Folgen, wie folgen-
des Beispiel zeigt. Auf X = (IN x N) U (=} werden durch cl A = A bzw.

A , falls {n € WIA n ({n} x IN) unendlich} endlich,
cl'A = )
A U {=»} sonst

zwei verschiedene Topologien ¢l bzw. cl' definiert. Ist f: N-» IN x IN
eine bijektive Abbildung, so hat die Folge (f(n)) keinen Verdichtungs-
punkt in (X,cl), aber den Verdichtungspunkt « in (X,cl'}. Hingegen
gilt:

Aquivalent sind:

(a) x ist Grenzwert von (xn) in (X,cl).

(b) x ist Grenzwert von (xn) in (X,cl'").

(c) 3n vm 2 n X, = X-

Insbesondere gibt es also keine Teilfolge von (f{n)), die in (X,cl')
gegen « konvergiert. Der Satz 1.3.20(3) gilt somit fiir beliebige to-
pologische Rdume ebenfalls nicht.

7.1.9 AUFGABEN
(1) Sei (X,cl) ein topologischer Raum. Zeigen Sie die Giiltigkeit der

folgenden Implikation filir Teilmengen A,B von X:
AcB = cl AcclB.

(2) Beweisen Sie Satz 1.2.14 (Eigenschaften abgeschlossener Mengen)
fiir einen beliebigen topologischen Raum (X,cl). Entsprechend Satz
1.2.23 (Eigenschaften offener Mengen}.

(3) U sei eine Menge von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:
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1. €U und X € U,
2. UeEU und V € U implizieren U NV € U,
3. Bc U impliziert UB € U.

Zeigen Sie, daB genau eine Topologie cl auf X existiert mit
U= (UIU € X offen in (X,cl)}.

(4) Zeigen Sie, daB sich die einfache Konvergenz in Funktionenrdumen
stets mit Hilfe einer geeigneten Topologie beschreiben 1&d8t, d.h.:

Ist (X,cl) ein topologischer Raum und ist Y eine beliebige Menge, so
gibt es eine Topologie cl' auf der Menge xY aller Abbildungen von X
nach Y mit folgender Eigenschaft:
(*) Eine Folge (fn) in xY konvergiert einfach gegen ein £ € xY genau
dann, wenn (fn) in (xy,cl') gegen f konvergiert.
(Hinweis: Sei A die Menge aller Teilmengen A von XY mit folgender Ei-
genschaft: Konvergiert eine Folge (fn), die in A liegt, einfach gegen
f € XY, so ist £ € A,
Beweisen Sie, dag
U= e xix¥\u € A
die Eigenschaft 1.-3. aus (3) erfiillt und die so gemdB (3) erzeugte
Topologie cl' die Eigenschaft (*) besitzt.)
A , falls A endlich
A U {1,2) sonst
eine Topologie ¢l definiert wird. Priifen Sie, ob es eine Metrik d mit

(5) Zeigen Sie, daf auf IN durch ¢l A =

cld = ¢l gibt.

7.2 NACHBARSCHAFTSRAUME

7.2.1 DEFINITION .
(1) Eine Nachbarschaftsstrukiun auf X ist eine Relation & auf der Men-

ge aller Teilmengen von X, die folgenden Bedingungen geniigt:
(N1) A8B = B&A,

(N2) A6B = A # @,

(N3) A N B # @ = ASB,

(N4) AS(B U C) e (ASB oder AS&C),

(N5) Aé(cléB) = AS8B, wobei'cléB = {x € X | {x}6B}.

(2) Ist & eine Nachbarschaftsstruktur auf X, so heifit (X,6) ein Nach-
barschajtsnaum. Teilmengen A und B von X heiBen benachbaxrt in (X,8),
wenn ASB gilt.

(3) Eine Abbildung f: (X,86) - (X',8') zwischen Nachbarschaftsr&umen
heift gleichmidBfig stetig, wenn aus ASB stets f[A]6'f[B] folgt.
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7.2.2 SATZ UND DEFINITION
(1) Ist (X,d) edin metadlschen Raum, so wind durch
A8(d)B < A und B sind benachbart in (X,8)
eine Nachbarschagtsstruktur 6(d) auf X defindent. Sie heift die durch
d induzienrte Nachbarschaftsstrubtur auf X.

(2) Sind (X,d) und (X',d') metrnische Rdume und ist £: X - X' edine Ab-

bildung, 80 sind dgquivalent:

(a) f: (X,d) = (X',d"') 48t gleichmdfig stetig im Sinne von 2.1.5.

(b) f: (X,6(d)) = (X',6(d')) ist gledichmipig stetig Am Sdinne von
7.2.1(3)

(3) Sind d und d' Metrdiken auf X, s¢ sind dquivalent:
(a) & und &' sdind uniform dquivalent.
(b) d und d' induzienen diesclbe Nachbarnschaftsstruktun aud X, d.h.

6(d) = &(d').
Beweis:
(1) 1.2.7 und 1.2.10.
(2) 2.1.6.
(3) 2.2.5.

7.2.3 DEFINITION

Ist (X,8) ein Nachbarschaftsraum und sind A und B Teilmengen von X,
so heiBt B gledlchmdBige Umgebung von A in (X,8), wenn AS(X\B) nicht
gilt.

7.2.4 BEMERKUNGEN
(1) Da A 5 B genau dann gilt, wenn X\B keine gleichm&Bige Umgebung von

A in (X,5) ist, hdtte man den Begqriff gleichmidBige Umgebung (bei ent-
sprechendem Axiomensystem) ebenfalls als Grundbegriff zur Definition

von Nachbarschaftsrdumen widhlen k&nnen.

(2) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist A gleichmédBige Umgebung von
B in (X,d) genau dann, wenn A gleichmidfige Umgebung von B in (X,6(d))
ist: vgl. 1.2.28(2).

(3) Ebensowenig wie sich das Konzept der Konvergenz von Folgen zur
Beschreibung topologischer Rdume eignet, eignet sich als Konzept der
benachbarten Folgen zur Beschreibung von Nachbarschaftsrdumen. Defi-
niert man (z.B. 1.3.18 folgend) zwei Folgen (xn) und (yn) eines Nach-
barschaftsraumes (X,8) als benachbart, falls {xnln € M} & {ynln € M}
filr jede unendliche Teilmenge M von N gilt, so gilt i.allg. der Satz
1.3.17 nicht mehr, wie folgendes Beispiel zeigt:
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7.2.5 BEISPIEL

Ist X eine idberabzdhlbare Menge, so wird durch A 6§ B = [(A N B # @)
oder (A # @ und B # ¢ und A U B {iberabzdhlbar)] eine Nachbarschafts-
struktur & auf X definiert. Sind A und B nichtleere, disjunkte Teil-

mengen von X, von denen wenigstens eine iberabzihlbar ist, so gilt:

(1) A &6 B.

(2) Es gibt keine Folgen (an) in A und (bn) in B, die im Sinne von
7.2.4(3) benachbart in (X,8) sind.

Ferner gilt: Die durch A &6'B e> A N B # @ definierte Nachbarschafts-
struktur auf X ist von & verschieden, aber die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(a) (xn) und (yn) sind in (X,8) benachbart im Sinne von 7.2.4.

(b) (xn) und (yn) sind in (X,6') benachbart im Sinne von 7.2.4.

> =
(c) 3m vn 2 m Xy Yn-

Somit sind benachbarte Folgen zur Beschreibung und Untersuchung von
Nachbarschaftsrdumen ungeeignet.
Wir weisen anschlieBend auf eine spezielle Eigenschaft von Metrik-in-

duzierten Nachbarschaftsstrukturen hin:

7.2.6 DEFINITION

Ein Nachbarschaftsraum (X,&6) heift regufdr oder ein Proximitdtsraum,
falls gilt:

Ist B gleichmdBige Umgebung von A in (X,6), so existiert stets eine

Menge C derart, daB B gleichmdBige Umgebung von C und C gleichmdBige
Umgebung von A in (X,68) ist.

7.2.7 SATZ
184 (X,d) edin metrdischer Raum, 30 48t (X,5(d)) edin Proximitdtanraum.

Beweis:
Ist B gleichmdBige Umgebung von A in (X,6(d)), so gilt
r = dist(A,X\B) > O. Somit hat C = {x € XlIdist(x,A) < %} die geforder-

ten Eigenschaften.

7.2.8 AUFGABEN
(1) Zeigen Sie fiir einen Nachbarschaftsraum (X,8):
AS6Bund AcC, BcD=C 56 D.

(2) Zeigen Sie, daB auf jeder Menge X durch A GDB e~ AN B * @ eine

Nachbarschaftsstruktur 6D definiert ist. Wird 6D durch eine Metrik in-

duziert?
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(3) Zeigen Sie, daB auf jeder Menge X durch A 6IB e (A % ¢ und B + @)
eine Nachbarschaftsstruktur 51 definiert ist. Wird 61 durch eine Metrik

induziert?

(4) (X,8), (X',8') seinen Nachbarschaftsrdume und f: X -» X' sei eine
Abbildung. Zeigen Sie: Gilt & = 5D (siehe (2)) oder &' = 6I (siehe
(3)), so ist f£: (X,8) -» (X',8') gleichmdBig stetig.

7.3 NACHBARSCHAFTEN UND TOPOLOGIEN
Die Formulierung des Nachbarschaftsaxioms (N5) legt bereits die Giiltig-

keit des folgenden Satzes nahe:

7.3.1 SATZ UND DEFINITION
(1) Tat (X,86) ein Nachbarschaftsraum, 30 wird duach
elgB = {x € XI{x} 6 B}
eine symmetnische Topologie auf X definiert. Sie heiBt die duxch & in-

duziernte Topologie auf X.

(2) Wind & dunch eine Metaih d induzient, s0 L4321 cl6 die dureh @ An-

duziente Topologie Cld’ also Clﬁ(d) = cld.

(3) Fix jede gleichmdfig stetige Abbildung f: (X,8) - (X,6') L&t
£: (X,clé) - (X',cla.) sdteidlg.

Beweils:
(1) (T1) G&be es X € c15¢, so wdre {x}16@, also @6 ({x} nach (N]), und
das widerspricht (N2).
(T2) x € A= (X} NA + @ = {x}OSEA (nach (N3)) =» x € cléA.
(T3) x € clg(A U B) <= {x} 53(A U B) = {x} 6 A oder ([x}8B (nach N4)
= x € claA U clsB.
(T4) x € clé(cléA) = {x}éclaA = [x}B6A =» x € clsA.

Symmetrie: x € clé{y} = {x}6{y} = {y}6{x} =y € clé[x}.

(2) x € cl A e {x}85(d)A > dist(x,A) = O &= x € cldA.

6(ad)

(3) x € cl,A = {x}8A =» {£(x)}8'f[A] = £(x) € clé,f[A].

15)

Wir zeigen jetzt, daB jede symmetrische Topologie durch eine Nach-
barschaftsstruktur induziert wird.

7.3.2 SATZ UND DEFINITION
(1) Isz (X,cl) ein symmetnischen topelogischen Raum, 80 wind dunrch
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AS(cl)B < clA N clB # @
eine Nachbanschagtsstruktun &(cl) auf X definient, Sie heiBt die durch
cl induzdiente Nachbarschagtsstruktur aud X. Die duach &(cl) induzien-
te Topologie {8t cl, also CIé(cl) = cl.

(2) Fin jeden Nachbarschajftsraum (X,6) L&t die Identitdt
idg: (X,6(clg)) - (X,8)
gleichmdfig stetig.

(3) Fir einen symmetrisdchen topofogischen Raum (X,cl), einen Nachban-
schaftsnaum (X',5') und edine Abbildung f: X - X' sind dquivafent:

(1) f: (X,cl) = (X',clg,) 48t stetdg.

(ii) f: (X,8(cl)) - (X',8') ist gledichmdBig stetdig.

Beweis:

(1) Sei 6 = &(cl). Dann folgt mit (T1) - (T4):

(N1) A 5 Bee BS5A, daclANceclB==cl BnclA.

(N2) A6 B=A#¢@, dacl @ nclB-=4¢ fiir jedes B < X,

(N3) AnB#@-Ab6B, daANBccl ANnclB.

(Nd) A 5 (BUC) e (A& B oder A6 C), da
clAnNcl (BUC) =clAnN (cl BUclC)

(clAnNclB) U (claneclC.

(N5) Zundchst gilt: x € cléB o {x] &5 B e+ cl{x) N cl B # @ x€Ecl B
wegen der Symmetrie von cl (denn aus y € cl{x} N cl B folgt
x € cl{y} € cl{(cl B) = cl B). Somit gilt cl5 = cl. Jetzt folgt
Aé(clsB) - A &6 B, da cl(cléB) = ¢l(cl B) = cl B.

(2) Aé(clﬁ)B = c16A n c168 + @ = (cl6A) 6 (cléB) (nach (N3))
=+ A & B (nach zweimaliger Anwendung von (NS5)}.

(3) (i) = (ii): AS(cl)B = cl A Ncl B *+ @ =
P + flcl A ncl B) € £{cl A] n £flcl B] clé,f[A] n clé,f[B]
- £f[A)86'f[B] (wie in (2)).
(ii) = (i): £: (X,6(cl)) » (X',8') gleichmiBig stetig

= f: (X,cl) = (x’016(c1)) - (X', 015') stetig nach 7.3.1(3).

7.3.3 BEMERKUNGEN
(1) Fir eine Nachbarschaftsstruktur & auf X ist i.allg. 6(c15) + 6,
selbst wenn & durch eine Metrik d auf X induziert wird, also

6(cld) +#+ 86(d): In 1.2.6 haben wir zwei Teilmengen A,B des metrischen
Raumes Eiz angegeben mit A5(d)B, aber cldA n cldB = @, d.h. nicht
Ab(cly)B.

(2) Nach 7.3.2(1) kdénnen wir jeden symmetrischen topologischen Raum
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als Nachbarschaftsraum auffassen, ohne dabei an topologischer Informa-
tion zu verlieren. FaBt man hingegen einen Nachbarschaftsraum als to-
pologischen Raum auf, so verliert man - wie soeben gesehen - an Infor-

mation.

7.3.4 AUFGABEN
(1) Geben Sie ein Beispiel einer Nachbarschaftsstruktur auf einer Men-

ge an, die nicht durch eine symmetrische Topologie induziert werden

kann.

(2) Konstruieren Sie zwel verschiedene Nachbarschaftsstrukturen & und

&' auf N, die dieselbe Topologie induzieren.

(3) Zeigen Sie, daB die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind fir
jeden Nachbarschaftsraum (X,6) und x € A < Xz

(i) A ist gleichmi#sige Umgebung von {x} in (X,86).

(ii) A ist Umgebung von X in (X,clé).

(4) Zeigen Sie, daB die durch die Nachbarschaftsstruktur & aus 7.2.5
induzierte Topologie mit der in 7.1.8(1) definierten Topologie cl'
iibereinstimmt.

(5) Fir jede stetige Abbildung f: (X,cl) - (X',cl') symmetrischer to-
pologischer Riume ist £: (X,8(cl)) - (X',6(cl')) gleichmdBig stetig.





