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§ 5 ZUSAMMENHANGSE1GENSCHAFTEN METRISCHER RAUME

STUDIERHINWEISE ZU § 5

Dieser Paragraph dient im ersten Abschnitt der Untersuchung einer sehr
anschaulichen Eigenschaft metrischer Rdume, die - grob gesprochen -
besagt, daB8 der Raum nicht in mehrere Teile zerfdllt. Je nachdem, ob
man mehr die topologischen bzw. die uniformen Aspekte in den Vorder-
grund stellt, gelangt man zu der topologischen Eigenschaft "Zusammen-
hang" bzw. zu der uniformen Eigenschaft "uniformer Zusammenhang”. Die-
se Begriffe werden sich trotz ihrer groBen Einfachheit als wesentliche
Hilfsmittel zum Erkennen der (topologischen bzw. uniformen) Verschie-
denheit zweier metrischer R&ume herausstellen. In diesem Abschnitt
werden die Parallelen, aber auch die Unterschiede zwischen mehr topo-
logischer bzw. mehr uniformer Betrachtungsweise besonders deutlich.
Dem Leser sei empfohlen, sich ausfiihrlich mit den zahlreichen Beispie-
len zu beschéftigen.,

Sodann werden metrische Riume untersucht, deren (uniform) zusammenhin-
gende Teilrdume hdchstens einelementig sind. 5.2. enthdlt die wichtig-
sten allgemeinen Aussagen {ber derartige Riume. Hier dilrfte der Leser
keine Schwierigkeiten haben. 5.3 dient dem Studium eines speziellen
metrischen Raumes, des Cantorschen Diskontinuums D . Dem Leser sei
empfohlen, sich sehr sorgfiltig mit der Definition dieses Raumes zu
befassen, da dieser Raum,wie die Abschnitte 5.3 und 6.3 zeigen werden,
2u den wichtigsten metrischen Rdumen geh®rt. Der Beweis des Charakte-
risierungssatzes 5.3.4 von D wird dem Leser mdglicherweise nicht nur
wegen seiner Linge Schwierigkeiten bereiten, sondern auch wegen seiner
neuartigen Methodik: der induktiven Konstruktion gewisser Mengensyste-
me (genauer: Zerlegungen).Auf diese Methode haben wir bisher verzichten
kdnnen, und wir werden sie (mit Ausnahme von 5.3.4) im Verlauf dieses
Kurses auch weiterhin nicht bendtigen. Diejenigen, die ihre topolo-
gischen Kenntnisse spdter noch vertiefen m&chten, werden an dieser
Methode allerdings Gefallen finden missen. Sie ist ein wesentliches
Hilfsmittel zur Feinanalyse metrischer (und topologischer) Riume.

5.4 dient ebenfalls dem Studium eines speziellen Raumes, des zerbrech-
lichen Kegels K . Dieser Raum ist im Gegensatz zum Cantorschen Dis-
kontinuum nicht sonderlich wichtig. Seine merkwiirdigen Eigenschaften
sollen vielmehr nur zeigen, das unsere naive Anschauung - obwohl ein
unersetzliches Hilfsmittel - uns c¢elegentlich in die Irre fithren kann.
Der Beweis von 5.4.3 ist nicht ganz einfach und kann notfalls iibergan-

gen werden.

5.0 EINFUHRUNG
Eine wichtige Aufgabe der Topologie ist es, Methoden zu entwickeln, die

es gestatten, die Frage zu beantworten, ob zwei gegebene metrische
Rdume X und Y topologisch oder uniform isomorph sind. Eine .positive
Beantwortung dieser Frage besteht in der Regel in der effektiven Kon-
struktion eines topologischen oder uniformen Isomorphismus f: X - Y.
Z.B. haben wir auf diese Weise die topologische Isomorphie der R&ume

J0,1[, R und {r € R |r > 0} nachgewiesen. Eine negative Beantwortung

der .Frage besteht in der Regel in der Angabe einer topologischen oder
uniformen Eigenschaft, die einer der R&ume X und Y hat, der andere hin-
gegen nicht. So ist 2.B. der Raum [0O,1] kompakt, der Raum J)O,1[ hin-
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gegen nicht, woraus folgt, daf diese R&ume nicht topologisch isomorph
sind. So sind die Rdume IR und ]0,1[ zwar topologisch isomorph, aber
nicht uniform isomorph, denn IR ist vollstdndig, ]O,1[ hingegen nicht.
Das Spektrum topologischer und uniformer Eigenschaften metrischer R&u-
me, das wir bisher kennen (z.B. Vollstdndigkeit, topologische Vollst&dn-
digkeit, totale Beschrdnktheit, Separabilitit und Kompaktheit), gestat-
tet fiir einige der folgenden Raumpaars X und Y die Beantwortung der
Frage, ob sie topologisch oder uniform isomorph sind, ist jedoch noch
zu klein, um die Frage filir alle aufgefilhrten Paare zu entscheiden:

(0) R und ¥

(1) JO,1[ und [0,1[

(2) R und {r € R |r > 0}

(3) R und R

(4) IP und EEE

(5) @ und @°

(6) @ x IP und @ x R

(1) P2 und P_x R

(8) [0,1] und 5! = {(x,y) € R3ix% + y% = 1

(9) s! und s2 = ((x,y.2z) € R31x% + y% + 2% = 1}

(10) §3 und der Torus T = {(x,y,z) € R3 | (v x2 + Y§ - 2)2 + 22 = 1

(11) X-stachliger Igel und Y-stachliger Igel.

In diesem Kapitel werden wir topologische und uniforme Eigenschaften
metrischer Raume studieren, die besonders geeignet sind, Fragen der
obigen Art zu beantworten. Das sei an den Beispielen (0) und (1) kurz
demonstriert. Die Rdume IR und IP sind nicht uniform isomorph, denn R
ist vollstdndig, IP hingegen nicht. Die Ridume IR und P sind auch to-
pologisch nicht isomorph. Das kodnnen wir jedoch noch nicht nachweisen,
denn beide stimmen in allen bisher betrachteten topologischen Eigen-
schaften liberein: beide sind topologisch vollstédndig, separabel, in
sich dicht und nicht kompakt. Wir werden jedoch sehen, was anschaulich

klar ist, daB IR "zusammenhingend"” ist, P hingegen nicht.

Die Rdume ]0,1[ und [0,1[ sind, wie wir uns erinnern, weder uniform

noch topologisch isomorph. Ersteres folgte aus der Tatsache, das8

Compl 10,1[ \ ]0,1[ genau 2 Punkte enthilt, Compl (0,1{ \ [0,1] hinge-
gen nur einen. Letzteres haben wir mit Hilfe des aus der Analysis be-
kannten Zwischenwertsatzes nachgewiesen. Sehr viel einfacher und na-
tirlicher ist folgendes Argument: Entfernen wir einen beliebigen Punkt
x aus J]0,1[, so ist der Rest }O,1[ \ {x} nicht mehr "zusammenhingend",
sondern "zerfdllt" in die Teile J)O,x[ und J]x,1[; entfernen wir hinge-

gen den Punkt O aus [0,1[, so ist der Rest [0,1[ \ {0} = ]0,1[ zusam-
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menhdngend. Dariiber hinaus werden wir sehen, daf der Zwischenwertsatz
der Analysis ein einfacher Spezialfall des viel allgemeineren (und sehr
leicht zu beweisenden) Satzes ist, daB jedes stetige Bild eines zusam-

menhdngenden Raumes wieder zusammenhdngend ist.

In gewissem Gegensatz zu den zusammenhingenden R&umen stehen die R&ume,
die wie @ und P in einzelne Punkte "zerfallen", d.h., die keinen zu-
sammenhingenden Teilraum mit mehr als einem Punkt besitzen. Ein beson-
ders wichtiges Beispiel, dessen Bedeutung im 6. Paragraphen klar wird,
ist das sogenannte Cantorsche Diskontinuum DD, ein kompakter Teilraum
von [0,1]. Ein weniger wichtiger aber besonders merkwiirdiger Raum ist
der zerbrechliche Kegel K , ein zusammenhdngender Teilraum von [0,1]2,
der nach Wegnahme eines einzigen Punktes in seine einzelnen Punkte
"zerfdllt".

5.1 ZUSAMMENHANGENDE METRISCHE RAUME

5.1.1 DEFINITION

Ein metrischer Raum X heiBt (unifoam} zusammenhdngend, wenn jede

(gleichmdBig) stetige Abbildung f: X - ¥ von X in einen zweielementigen
metrischen Raum Y konstant ist.

Der (uniforme) Zusammenhang metrischer R&ume 1l&8t sich in vielfacher
Weise charakterisieren., Die obigen Definitionen lassen die Paralleli-
titen zwischen Zusammenhang und uniformen Zusammenhang besonders deut-
lich hervortreten. Intuitiv ndherliegende Charakterisierungen des uni-
formen Zusammenhangs finden Sie insbesondere in 5.1.14 und des Zusam-
menhangs in 5.1.31(5).

5.1.2 SATZ
Jeden zusammenhdngende Raum {8t unifoam zusammenhdngend.

Beweis:

Jede gleichm#Big stetige Abbildung ist stetig.

5.1.3 THEOREM (([gledlchmdBig) stetige Bilden l(unifonm} zusammenhdngen-
den Riume sind (uniform) zusammenhdngend)

182 £: X » Y edine [(gledichmdBig) stetige Abbifdung ven X auf ¥, 30
gjolat aus dem (uniformen) Zusammenhang von X der {unifoame) Zusammen-
hang von Y.

Bewelis:

Widre Y nicht (uniform) zusammenhdngend, so g&be es eine nicht konstan-
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te, (gleichmidfig) stetige Abbildung g: ¥ » Z von Y in einen zweiele-
mentigen metrischen Raum 2. Also wdre g ¢ f£: X - Z eine nicht konstan-
te (gleichmdBig) stetige Abbildung von X in einen zweielementigen me-

trischen Raum, im Widerspruch zum (uniformen) Zusammenhang von X.

5.1.4 BEMERKUNG
(1) Aus obigem Theorem folgt unmittelbar, daf8 Zusammenhang ein topo-

logischer Begriff und uniformer Zusammenhang ein uniformer Begriff ist.

(2) Etwas spdter werden wir sehen, daB der aus der Analysis bekannte

Zwischenwertsatz eine einfache Folgerung aus obigem Theorem ist.

5.1.5 SATZ
st A edin dichter Tedilraum von X, sc¢ 4o0lgt aus dem (uniformen) Zusam-
menhang von A den (undifoame)} Zusammenhang von X.

Beweis:
Ist f: X » Y eine (gleichmiBig) stetige Abbildung von X in einen zwei-
elementigen metrischen Raum, so ist die Einschrédnkung flA: A - Y von

f auf A konstant. Die konstante Fortsatzung g: X -+ Y von f|A auf

1

ist auch (gleichmidBig) stetig. Wegen £IlA = giA folgt £ = g nach
3.2.4(1). Also ist f konstant.

5.1.6 SATZ

Ist A edin dichten Tedllraum von X, 80 sind dquivalent:
(a)
(b)

A ist uniform zusammenhdngend.
X

48t undiform zusammenhdngend.

Beweis:

(a) » (b): Ist in obigem Satz (5.1.5) enthalten.

(b) = (a): Ist f: A - Y eine gleichm&Big stetige Abbildung von A in
einen zweielementigen metrischen Raum Y, so folgt aus der Vollstdndig-
keit von ¥ nach dem Fortsetzbarkeitstheorem fiir gleichmdBfig stetige
Abbildungen in vollstdndige Raume (3.2.3), daB eine gleichmdBig ste-
tige Fortsetzung g: X - Y von f existiert. Wegen (b) ist g und damit

auch £ konstant.

5.1.7 FOLGERUNG
Aquivalent sind:

(a) X 481 unifonm zusammenhdngend,
(b) Compl X {8t unifoam zusammenhdngend.
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5.1.8 SATZ

T4t {A;1i € I} edine Menge {uniform) zusammenhidngender Tedlfnrdume von X

mit N Ai # @, s0 48t auch den duich A = U Ai'beatimmte Tellraum A

i€r i€l

von X {unifoam) zusammenhdngend.

Beweis:

Sei a € N Ai. Ist £: A » Y eine (gleichmdBig) stetige Abbildung von A
i€l

in einen 2weielementigen metrischen Raum, so ist f auf jedem Ai kon-

stant. Somit gilt f(x) = f(a) flir jedes x € U Ai. Also ist f konstant.

i€rx
Vor den Beispielen wollen wir noch einige mehr "interne" Beschreibun-

gen (uniform) zusammenhidngender Ridume geben.

5.1.9 DEFINITION
Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heiBt (undifoame) Zexfegungs-

menge von X, wenn A und X\A keinen gemeinsamen Berilihrpunkt in X haben
{(wenn A und X\A nicht benachbart sind).

5.1.70 SATZ
X 44t genau dann (unifonm) zudammenhdngend, wenn @ und X die einzigen

{uni{formen) Zenlegungsmengen von X sind.

Beweis:

(1) Ist A eine (uniforme) Zerlegungsmenge von X mit
0, falls x € A
1, falls x g A
stetige, nicht konstante Abbildung f: X - Y von X in den metrischen

@ # A # X, so wird durch f(x) = eine (gleichmdBigqg)

Raum Y = {O,1} definiert.

(2) Ist umgekehrt f: X - Y eine nicht-konstante, (gleichmdBig) stetige
Abbildung von X in einen zweielementigen metrischen Raum Y und ist

y € £[X]), so ist A = f_1[[y}] eine (uniforme) Zerlegungsmenge von X
mit @ # A # X.

5.1.11 SATZ
Eine Teilmenge A von X {8t genau dann Zerfegungsmenge von X, wenn s4e
sowoh? offen als auch abgeschlossen <st.

Beweis:
(1) Ist A offen und abgeschlossen, so ist auch X\A abgeschlossen und
offen. Als disjunkte, abgeschlossene Mengen haben A und X\A keinen ge-

meinsamen Beriihrpunkt.
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(2) Ist A Zerlegungsmenge von X, so liegt kein Berlhrpunkt von A in
X\A. Also ist A abgeschlossen in X. Analog ist X\A abgeschlossen in X,
denn kein Berthrpunkt von X\A liegt in X\ (X\A) = A. Also ist

A = X\(X\A) als Komplement einer abgeschlossenen Menge auch offen.

5.1.12 FOLGERUNG

Ein metrnischer Raum X {8t genau dann zusammenhdngend, wenn ¢ und X die

einzigen Teilmengen von X sind, die gleichzeitig offen und abgeschlos-
sen sdnd.

5.1.13 DEFINITION

Seien X ein metrischer Raum und ¢ eine positive reelle Zahl. Eine

e-Kette von x nach y in X ist eine endliche Folge (x,,...,x ) von Ele-
menten in X mit x, = x, x, =y und dlx;,x; ) <€ fir i = 1,...,n-1.
Punkte x und y von X heifien e~venkettet in X, wenn in X eine e-Kette
von x nach y existiert. X heiBt venkeitet, wenn flir jedes € > O je

zwei Punkte in X e-verkettet sind.

5.1.14 SATZ
Ein metrdischen Raum {s% genau dann uniform zusammenhdngend, wenn en
verkettet is.

Beweis:

(1) Sei X uniform zusammenh&ngend, und sei € > O. Ist X leer, so ist
X trivialerweise verkettet. Ist X # @, so sei x_ ein festes Element
von X. Ferner sei A die Menge aller mit x_  e-verketteten Punkte von X.
Fiir jedes x € A und jedes y € X\A gilt dann offenbar d(x,y) 2 €. Also
sind A und X\A nicht benachbart. Da.A eine nicht-leere Teilmenge von
X ist, folgt aus dem uniformen Zusammenhang von X sofort A = X. Also
ist X verkettet.

(2) Ist X nicht uniform zusammenhdngend, so gibt es eine Teilmenge A
von X mit @ # A # X und dist(A,X\A) = r > O. Folglich ist kein Punkt
von A mit einem Punkt von X\A r-verkettet. Also ist X nicht verkettet.

Als nidchstes wenden wir uns konkreten Beispielen zu. Insbesondere wer-
den wir die (uniform) zusammenhdngenden Teilrdume von R intern cha-
rakterisieren.

5.1.15 DEFINITION

Eine Teilmenge X von IR heiBt ein Inf¢nrvall, wenn aus x € X, y € X,
r € R und x < r < y stets r € X folgt.
Insbesondere sind die leere Menge und alle einelementigen Teilmengen
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von IR Intervalle. Sie werden auch ausgeartete Intervalle genannt.

5.1.16 SATZ (Charaktenisierung zusammenhdngender Teilrdume von R)
Fiin jede Tedifmenge X von IR sind §ofgende Aussagen dquivafent:

{a) X {8t zusammenhdngend.

(b) X {8t ein Intervall.

Beweis:

(a) » (b): Wdre X kein Intervall; s0 gdbe es X € X, vy € X und z € IR\X
mit x < 2 < y. Also wdre A =X N {r € RIlr < 2} =X n {r € RIr £ 2}
eine sowohl offene als auch abgeschlossene Teilmenge von X mit

@ # A # X, im Widerspruch zum Zusammenhang von X.

(b) = (a): Wire X nicht zusammenhlingend, so gibe es eine Teilmenge A
von X mit § # A # X, die in X sowohl offen als auch abgeschlossen wdre.
Sei x € A und y € X\A, und sei ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit

% < y. Die Menge f{a € Ala < y} widre nicht-leer und nach oben beschrdnkt,
besidBe also eine kleinste obere Schranke z in IR mit x € z € y. Wegen
(b) geh®rte z zu X, wegen z € clf{a € Ala < y} und der Abgeschlossen-
heit von A in X sogar zu A, woraus insbesondere z < y folgte. Weiter
wiirde aus [z,y] « X, aus der Offenheit von A in X und z € A folgen,

daB fiir ein geeignetes r > O auch das Intervall [z,z+r] zu A gehdrte,

im Widerspruch zur Definition von z.

5.1.17 THEOREM (Charakternisierung zusammenhdngenden Rdume durch se-

tige neeflwentige Abbilfdungen)

Fiin jeden metnischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) X i8¢ zusammenhdngend.

(b) Fiin jede stetige Abbifdung f: X -» R 44t £[X] edin Intervall.

Bewelis:
Im Fall X = @ sind (a) und (b) trivialerweise erfiillt. Sei also X #* @.

(a) = (b): Nach 5.1.3 ist £[X] als stetiges Bild eines zusammenhdngen-
den Raumes zusammenhingend. Somit ist £([X] nach 5.1.16 ein Intervall.

(b) = (a): Ist X nicht zusammenhdngend, so gibt es eine nicht konstan-
te, stetige Abbildung g: X -+ Y von X in einen zweielementigen metri-
schen Raum Y., Sei Yo € Y. Dann ist
0, falls y # Yo
1, falls y = Yo
stetig, somit auch die Abbildung f = heg: X -+ IR, aber £[X] = {0,1}

ist kein Intervall.

die durch h(y) := definierte Abbildung h: ¥ - IR
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5.1.18 BEMERKUNG

Der lwischenwerntsatz der Analysis besagt, dap fiir jedes abgeschlossene
Intervall [a,b] in IR und jede stetige Abbildung f: [a,b] - IR die Men-
ge f[[a,b]] ein Intervall ist. Wegen 5.1.16 ist das ein Spezialfall der
Implikation (a) = (b) in 5.1.17. Aus dem Zwischenwertsatz folgt unmit-
telbar folgender Fixpunktsatz: Jede stetige Abbildung f: [0,1] - [0,1]
hat mindestens einen Fixpunkt; denn fir die durch x |- f(x) - x defi-
nierte stetige Abbildung g: [0,1] - R gilt g(0) 2 O und g(1) < O,
woraus die Existenz eines 2z € [0,1] mit g(z) = 0, d.h. f(z) = z folgt.
Der Brouwensche Fixpunkilsat: besagt, daB fiir jedes n € N jede ste-
tige Abbildung f: [0,1]" - [0,1]1" mindestens einen Fixpunkt hat. Der
Satz ist erheblich schwerer zu beweisen.

5.1.19 SATZ (Charakterisdienung uniform zusammenhdngenden Teilfrdume
von IR)

Fin Teifmengen X von IR 4ind folgende Aussagen dquivalent:

(a) X 48t undiform zusammenhdngend.

{b) Die abgeschlossene Hilfe clX von X in IR 4&% ein Intervald,

Beweis:

(a) = (b): Wdre clX kein Intervall, so gdbe es x € c¢clX, y € clX und
z € R\clX mit x < z < y. Folglich wdre A = {a € Xla < 2z} eine uni-
forme Zerlegungsmenge von X, denn aus dist(A,X\A) = O wiirde z € clX

folgen. Wegen ¢ # A # X wdre X nicht uniform zusammenh&ngend.

(b) = (a): Ist Y = clX ein Intervall, so ist Y nach 5.1.16 zusammen-
hdngend, also erst recht uniform zusammenhdngend. Als dichter Teil-
raum von Y ist X nach 5.1.6 ebenfalls uniform zusammenhdngend.

5.1.20 SATZ (Charakterisierung uniform zudammenhdngenden Rdume dunch
gleichmdBig stetige, neellwentige Abbildungen)

Fin jeden metnischen Raum X sind fclgende Aussagen dquivalent:

(a) X <8t uniform zusammenhdngend.

(b) Fin jede gleichmiBig stetige Abbildung f: X » R 4ist clf[X] edn
Inteavall.

Beweis:
Der Fall X = @ ist wiederum trivial. Sei also X #* @.
(a) = (b): Nach 5.1.3 ist f[X] als gleichmiBig stetiges Bild eines

uniform zusammenhdngenden Raumes selbst uniform zusammenhingend. Nach
5.1.19 ist clf[X] ein Intervall.

(b) = (a): Ist X nicht uniform zusammenhdngend, so gibt es eine nicht
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konstante, gleichmdBig stetige Abbildung g: X - Y von X in einen zwei-
elementigen metrischen Raum Y. Sei Yo € Y.

0, falls y = Yo

Die durch h(y) = ¢ definierte Abbildung h: ¥ - IR

1, falls y # Yo
ist gleichmd@Big stetig, somit auch die Abbildung f = h - g: X - R .
Aber £{X] = {0,1} ist kein Intervall.

5.1.21 BEISPIELE
(1) R, Jo,1{, [0,1[ und [0,1] sind zusammenh&ngend.

(2) @ und P sind uniform zusammenhdngend, aber nicht zusammenhingend.

Insbesondere sind P und IR nicht topologisch isomorph.

(3) m"” ist zusammenhédngend. Das sieht man z.B. folgendermaSen: Ist
[Aili € I} die Menge aller Geraden durch einen festen Punkt x des r",

so gilt:
(i) n Ai # @, denn x € n A,
i€l i€e1l
(ii) U A = Rr" .
i€1l

(iii) Jedes Ai ist topologisch isomorph zu IR und somit zusammenhdn-
gend. Also folgt aus 5.1.8, daB r? zusammenhdngend ist.

(4) Analog sieht man, daB (0,11%, 10,11" etc. zusammenhdngend sind.

(5) Fir jedes n 2 1 ist die n-dimensionale Sphidre

n _ n+l, 2 2 _ .
§ = {(x1,...,xn+1) € IR IJ-c.| toees X g0S 1} zusammenhdngend. Das
sieht man z.B. folgendermafBen: Zundchst wird durch (x1,...,xn+1) g
(x1,...,xn) ein topologischer Isomorphismus von

n _ n " .
Ei = [(x1,...,xn+1) € S Ixn+1 > 0} auf den zusammenhdngenden Teilraum
{(x1,...,xn) € B%nle + o +xi < 1) von R” definiert. Somit ist Si

zusammenhdngend. Ebenso folgt der Zusammenhang von

n _ n n n
E: = [(x1,...,xn+1) €S Ixn+1 < O} . Wegen S+ ns_ # @ folgt aus 5.1.8
der Zusammenhang von §2 = S? v S?

(6) Analog beweist man den Zusammenhang von Torus, Kegel etc.

(7) Ein diskreter Raum X ist genau dann (uniform) zusammenhdngend,

wenn X h6chstens ein Element enthdlt.

5.1.22 BEMERKUNG
Da fast alle uns bisher interessierenden Rdume sich als zusammenhdn-

gend erwiesen, scheint es zundchst, daB der Zusammenhangsbegriff nicht
sonderlich gut geeignet ist, um bei der Ldsung der am Anfang dieses
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Paragraphen aufgeworfenen Frage nach der topologischen Klassifizie-
rung metrischer Rdume zu helfen. Das ist jedoch ein Irrtum. Zwar sind
z.B. ]JO,1[ und [0,1[ beide zusammenhingend, dennoch k&nnen wir beide
jetzt topologisch unterscheiden: entfernt man n3mlich irgendeinen

Punkt aus ]JO,1[, so ist der Rest nicht mehr zusammenhingend, entfernt
man hingegen O aus [0,1[, so ist der Rest sehr wohl zusammenhingend,
und hieraus folgt sofort, das ]O,1[ und [0,1[ nicht topologisch iso-
morph sein kdnnen. Wie wir im folgenden verdeutlichen wollen, ist die

Methode, aus zwei Rdumen topologisch isomorphe Teile wegzuschneiden
und die Zusammenhangseigenschaften der Reste zu vergleichen, ein sehr
natiirliches Hilfsmittel zur topologischen Unterscheidung metrischer
REume.

5.1.23 DEFINITION
Ein Element x eines zusammenhdngenden metrischen Raumes X heiBt Schnitt-

punkt von X, falls X\ {x} nicht zusammenhingend ist; andernfalls Nicht-
schnittpunkt von X. '

5.1.24 BEMERKUNG

Die Begriffe Schnittpunkt und Nichtschnittpunkt sind topologische Be-
griffe, d.h. wenn £: X - Y ein topologischer Isomorphismus ist, so ist
X genau dann ein (Nicht-)Schnittpunkt von X, wenn f(x) ein (Nicht-)
Schnittpunkt von Y ist. Insbesondere haben topolagisch isomorphe zusam-
menhéngende Riume dieselbe Zahl von (Nicht-)Schnittpunkten.

5.1.25 BEISPIELE
(1) Jeder Punkt von R und von ]O,1[ ist Schnittpunkt.

(2) [0,1{ und {r € R |r 2 0} haben je einen Nichtschnittpunkt.

(3) [0,1] hat genau zwei Nichtschnittpunkte.

(4) Ist X eine Menge mit mindestens 2 Elementen, so hat der X-stachli-
ge Igel genau CardX Nichtschnittpunkte.

(5) Die Riume IR" (fiir n 2 2), die Sphiren §2 (fUr n 2 1) und der To-
rus T haben keine Schnittpunkte.

Hieraus folgt u.a.:
(i) JO,1[ und [0,1[ sind nicht topologisch isomorph.

(ii) IR und {r € R |r 2 0) sind nicht topologisch isomorph.

(iii) IR und naz sind nicht topologisch isomorph.

(iv) @ und 93 sind nicht uniform isomorph, denn andernfalls wdren auch
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ihre Vervollstdndigungen Compl @ und Compl QE uniform isomorph, was
nach (iii) nicht méglich ist, denn Compl @ ist uniform isomorph zu R
und Compl QE zu gii. Man kann jedoch zeigen, was wir nicht ausfiihren,
daB jeder abzdhlbare, in sich dichte metrische Raum zu Q topologisch
isomorph ist. Insbesondere sind fiir jedes n € IN die Riume @ und gﬁ
topologisch isomorph.

{(v) P und gii sind nicht uniform isomorph, denn andernfalls wiren
auch ihre Vervollstdndigungen Compl IP und Compl Eii , also IR und Eii
uniform isomorph. Hingegen sind P und ELE topologisch isomorph, wor-
auf wir noch eingehen werden.

(vi) [0,1] und §1 sind nicht topologisch isomorph. Man kann zeigen,

daB ein metrischer Raum X genau dann 2u [0,1] topologisch (und somit
uniform) isomorph ist, wenn er folgende 3 Bedingungen erfillt:
(a) X ist kompakt.

(B) X ist zusammenhdngend.

{(v) X hat genau 2 Nichtschnittpunkte.

Ebenso ldB8t sich zeigen, daB ein metrischer Raum X mit wenigstens 2

Punkten genau dann zu §1 topologisch (und somit uniform) isomorph ist,

wenn er folgende 3 Bedingungen erfillt:

(a) X ist kompakt.

(B) X ist zusammenhdngend.

(vy) Entfernt man genau 2 Punkte aus X, so ist der Rest nicht zusammen-
hdngend.

Diese Resultate machen die Bedeutung von Zusammenhangseigenschaften

besonders klar.

(vii) §l und §3 sind nicht topologisch isomorph. Entfernt man ndmlich

2 Punkte von §1, so ist der Rest nicht zusammenhéngend, entfernt man

hingegen 2 Punkte von §E, so ist der Rest zusammenhdngend.

(viii) Sind X und Y mindestens zweielementige Mengen, so sind der X-
stachlige Igel und der Y-stachlige Igel genau dann topologisch iso-
morph, wenn CardX = CardY gilt.

(ix) §E und T sind nicht topologisch isomorph. Das folgt aus dem fol-

genden anschaulichen aber miihsam zu beweisenden Joadanschen Kuavensatz:
Entfernt man aus der Sphire §3 einen zu §l topologisch isomorphen Teil-
raum, so ist der Rest nicht zusammenhidngend. Hingegen ist leicht zu
erkennen, daB der aus dem Torus T = ({(x,y,z) € ]R3|(\/x2+y2—2)2+z2 = 1}
durch Entfernen des zu §l topologisch isomorphen Teilraumes

f{(x.y,2) € IR3I(x—2)2 + 22 = 1, ¥y = 0] entstehende Rest zusammenhingend

ist.
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5.1.26 BEMERKUNG
Wir haben gesehen (5.1.14), daB ein metrischer Raum genau dann uniform

zusammenhdngend ist, wenn er verkettet ist. Eine entsprechend anschau-
liche Charakterisierung zusammenhingender Riume gibt es leider nicht.
Allerdings kann man recht leicht zeigen, daf ein offener Teilraum X
von gif genau dann zusammenhdngend ist, wenn je 2 Punkte x und y von
X durch einen Streckenzug in X verbunden werden kdnnen, d.h. wenn es

eine endliche Folge (x1,...,xm) von Punkten in X mit x = x, und y = X

1
so gibt, daB flr jedes i = 1,...,m-1 die Strecke, welche die Punkte

X und X441 verbindet, ganz in X liegt. Wie der Teilraum ((x,xz)lx € IR}
von R~ zeigt, ldBt sich obiger Satz nicht auf beliebige Teilridume von
;32 Ubertragen. Ist X hingegen kompakt, so ist X genau dann zusammen-
hdngend, wenn X verkettet ist, wie folgender Satz zeigt:

5.1.27 SATZ

1sat X kompakt, s0 sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) X 441 zusammenhdngend.

(b) X 46% uniform zusammenhdngend.
X

(c) {8t venkettet.

Beweis:

Die Aquivalenz von (a) und (b) folgt sofort aus der Tatsache, daB ei-
ne Abbildung von einem kompakten Raum in einen beliebigen metrischen
Raum genau dann stetig ist, wenn sie gleichmifig stetig ist (4.2.15).
Die Bquivalenz von (b) und (c) ist der Inhalt von Satz 5.1.14.

5.1.28 BEMERKUNG
Anschaulich besagt das Verkettetsein von X, daB8 man von jedem Punkt

X € X zu jedem Punkt y € X in endlich vielen Schritten gelangen kann,
ganz egal wie kurz die Beine sind, dis man hat (sofern die Schrittlin-
ge positiv ist). Eine andere Frage lisgt nahe: Ist es méglich, in ei-
nem kompakten, zusammenhdngenden Raum X je 2 Punkte von X durch einen
Bogen in X (d.h. einen zu [0,1] topologisch isomorphen Teilraum von X)
zu verbinden? Die Antwort ist negativ, wie folgendes Beispiel zeigt:
Der durch X = {(O,x)ix € [-1,1]} U {(x,sin %)Ix € ]O0,1]) bestimmte
Teilraum X von ELE ist zusammenh&dngend und kompakt, aber es gibt kei-
nen Bogen in X, der die Punkte (0,0) und (1,sin 1) miteinander verbin-
det (vgl. 5.1.30(2)). Ist ein kompakter, zusammenhdngender Raum X je-
doch lokal-zusammenhdngend (d.h. existiert zu jedem x € X und jeder
Umgebung U von x eine zusammenhdngende Umgebung V von x mit x € V « U),
so lassen sich, wie man zeigen kann, je zwei Punkte von X durch einen
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Bogen in X verbinden. Die nicht-leeren, kompakten, zusammenhdngenden
und lokal-zusammenhdngenden metrischen Rdume sind ilbrigens auch aus
einem anderen Grunde interessant: sie sind genau die stetigen Bilder

von I (S&tze von Hahn und Mazurkiewicz).

5.1.29 THEOREM, DEFINITION (Existenz und Eindeutighedit von Zusammen-

hangshomponenten)

Sed x edin Efement eines metndischen Raumes X. Wediten sedien

K(x) = U {A c X | A zusammenhdngend und x € A} und

Ku(x) = U {A c X| A uniform zusammenhdngend und x € A}.

Dann gilt:

(1) K(x) (K,(x)) {8t den gniBte x enthaltende (unifoam) zusammenhdngen-

de Tedfraum von X.
(2) K(x) und K, (x) sind abgeschlossen in X.

(3) Ist X kompakt, s0 {8t K(x) = K (x), und K(x) besteht aus allen
Punkten von X, die fir jedes € > C mit x e-venketlet sind,

K(x) (Ku(x)) heift die (undifonrme]| Zusammenhangskomponente von x in X.

Beweis:

(1) folgt unmittelbar aus 5.1.8.

(2) folgt unmittelbar aus 5.1.5 und (1).

(3) Aus 5.1.2 folgt, das K(x) c Ku(x). Sei A = {y € X| fir jedes € > O

ist y mit x e-verkettet} = n Ae' wobei As fiir € > O die Menge aller
€>0
Punkte aus X ist, die mit x e-verkettet sind. Fiir jedes € > O ist Ae

eine uniforme Zerlegungsmenge von X, denn offenbar gilt

dist(Ae,X\Ae) 2 €. Daher ist AE fir jedes € > O abgeschlossen in X,
und somit ist auch A abgeschlossen in X, was wir im folgenden ausnut-
zen werden. Wir sind fertig, wenn wir gezeigt haben, daB8 A zusammen-
hd&ngend ist:

Wegen 5.1.14 ist ndmlich Ku(x) < A; also gilt dann

K(x) = Ku(x) c A < K(x), woraus (3) folgt.

Wir nehmen an, das8 A nicht zusammenhdngend ist. Dann gibt es eine
nicht-konstante, stetige Abbildung f: A - Y, wobei Y ein zweielementi-
ger metrischer Raum ist. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit kann man
Y = {0,1) wdhlen, wie Sie sich selbst leicht klarmachen k&nnen. (Hin-

weis: Ist Y ein diskreter metrischer Raum, f£.: A - Y stetig und nicht-

o]
konstant, so kdnnen Sie leicht eine stetige Abbildung f1: Y - {0,1}

konstruieren, so daB f = f1 ° fo nicht-konstant ist.) Nach dem Fort-

setzbarkeitstheorem (2.3.5) fir [0,1] 148t sich f zu einer stetigen
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Abbildung g: X - [0,1] fortsetzen. Die Mengen B = g_1[[0,%[] und C =
9_1[1%,1]] sind offen, nicht-leer und haben disjunkte abgeschlossene
Hillen, somit einen positiven Abstand r. Ohne Einschrdnkung sei x € B.
Fiir jedes € > O mit € < r trifft As édie abgeschlossene Menge

D = X\(B U C), denn mindestens ein Punkt y von C ist wegen C N A # @
mit x e-verkettet, und da € < r ist, muB jede e-Kette von x nach y auch
Glieder auBerhalb von B U C haben:

Da aus € < €' stets A€ < Ay folgt, ist fiir jedes € die Menge
De =DnNn Ae nicht-leer. Somit ist D1, Dl’ D]"' eine monoton fallende

2 3
Folge nicht-~leerer, abgeschlossener Teilmengen von X. Nach 4.3.2 ist

N D, = D N A nicht-leer. Das ist aber ein Widerspruch zu der Tat-
nelN —
n

sache g(y) € {0,1} fir jedes y € A und g(y) € [%, %] flir jedes y € D.

5.1.30 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) In dem durch X = ((0,0), (0,1} v (X, Bin € N, m €{0,...,n}} be-
stimmten Teilraum X von gli gilt K((0,0)) = {(0,0)}, aber (0,0) und
(0,1) sind e-verkettet fiir jedes € > O (vgl. 5.1.29).

(2) Ist X der durch X = ((0,x)Ix € [-1,11) U {(x,sin })Ix € 10,11} be-

stimmte Teilraum des 213, so gilt:

(1) X ist kompakt.

(ii) X ist zusammenhdngend.

(iii) Es gibt keine stetige Abbildung f: [0,1] - X mit f(0) = (0,0}
und £(1) = (1,sin 1).

(3) Sind A und B Teilmengen eines metrischen Raumes X mit A ¢ B < clA,

so folgt aus dem (uniformen) Zusammenhang von A der (uniforme) Zusam-
menhang von B.
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5.1.31 AUFGABEN

Priifen Sie,

(1) ob jeder vollstdndige, unifornr zusammenhdngende Raum bereits zusam-
menhdngend ist,

(2) fir welche X der Raum B(X) zusammenh&dngend ist,

(3) die Beziehungen zwischen dem (uniformen) Zusammenhang von X und

Hyp X.

(4) Zeigen Sie, daB ein metrischer Raum X genau dann zusammenhdngend
ist, wenn jeder zu X topologisch isomorphe Raum uniform zusammenh&ngend
ist.

(5) Zeigen Sie, daB ein metrischer Raum X genau dann zusammenhéngend
ist, wenn zu je zwei nicht-leeren Teilmengen A und B von X ein Punkt

X € X mit dist(x,A) = dist(x,B) existiert.

5.1.32 AUFGABEN

Z2eigen Sie:

(1) Ist X zusammenhdngend, so hat X entweder hdchstens einen oder iber-
abzdhlbar viele Elemente.

(2) X ist genau dann (uniform) zusammenhdngend, wenn jede (gleichmdBig)
stetige Abbildung von X in einen diskreten metrischen Raum konstant
ist.

(3) Die metrischen Rdume 1_, l2 und l1 sind zusammenhdngend.

(4) X ist genau dann zusammenhdngend, wenn jede offene Uberdeckung U
von X verkettet ist (d.h. wenn zu je zwei nicht-leeren Elementen U und
V von U eine endliche Folge (U1,...,Un) in U mit U = U,, V =0U_ und

n
o, n Li+

i + @ flir i € {1,...,n-1} existiert).

1
(5) Ist X lokal-zusammenhdngend (siehe 5.1.28), so ist jede Zusammen-

hangskomponente K(x) eine Zerlegungsmenge in X.

5.2 TOTAL-UNZUSAMMENHANGENDE METRISCHE RAUME

5.2.1 DEFINITION
Ein metrischer Raum X heiBt (unifoxam) total-unzusammenhdngend, wenn je-

der (uniform) zusammenhdngende Teilraum von X h&dchstens einen Punkt

enthdlt,

5.2.2 SATZ
Jeden unifonm tetal-unzusammenhdngende Raum (st total-unzusammenhdngend.

Beweis:
Jeder zusammenhingende Raum ist uniform zusammenhdngend.
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5.2.3 SATZ
154 £: X =

mit Y auch

Y eine (gleichmidBig) stetige, infjekidive AbbilLdung, so0 481
X

lunifoam) total-unzusammenhdingend.

Beweis:

Ist A ein (uniform) zusammenhédngender Teilraum von X, so ist nach
5.1.3 £[A] ein (uniform) zusammenhdngender Teilraum von Y und somit
h&chstens einpunktig. Da f injektiv ist, ist auch A h&chstens einpunk-

tig.

5.2.4 SATZ
Jeder Tedifraum edines luniform) total-unzusammenhdngenden Raumes Lsi
{unifoam) total-unzusammenhdngend.

Beweis:
5.2.3.

5.2.5 BEMERKUNG
Aus 5.2.3 folgt unmittelbar, daB totaler Unzusammenhang ein topolo-

gischer Begriff und uniformer totaler Unzusammenhang ein uniformer Be-

griff ist.

5.2.6 BEISPIELE

(1) Jeder diskrete Raum ist uniform total-unzusammenhdngend.

(2) @ und P sind total-unzusammenhdngend, aber nicht uniform total-

unzusammenhidngend; sie sind sogar uniform zusammenhdngend.

(3) § x IP ist total-unzusammenh#ingend; denn ist A ein zusammenhdngen-
der Teilraum von @ x IP, so wird A nach 5.1.3 durch die beiden Pro-
jektionen (x,y) b x und (x,y) l=» y auf zusammenhdngende und somit
h8chstens einelementige Teilrdume Q bzw. IP abgebildet, woraus folgt,
daB A selbst hdchstens einelementig ist. Der Raum @ x IR hingegen ist
nicht total-unzusammenh#ngend, denn fiir jedes r € © ist {r} x IR ein
zu IR topologisch isomorpher und somit zusammenhdngender Teilraum von
@ x IR. Folglich sind @ x P und ©§ x IR nicht topologisch isomorph.

(4) Analog erkennt man, das E’z und P x IR nicht topologisch isomorph

sind, denn E’z ist total-unzusammenhingend, P x IR hingegen nicht.

5.2.7 SATZ

Jede (gleichmdBig) stetige Abbildung f£: X - Y ven ednem {unifoam) zu-
sammenhidngenden Raum in einen {unifonm) total-unzusammenhdngenden Raum
i1 honstant.
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Beweis:
Nach 5.1.3 ist f(X] ein (uniform) zusammenhdngender Teilraum von Y und
somit hdchstens einelementig. Folglich ist f konstant.

5.2.8 BEMERKUNG

Obige Eigenschaft kann man sowohl zur Charakterisierung (uniform) zu-

sammenhdngender Rdume als auch zur Charakterisierung (uniform) total-

unzusammenhdngender Rdume benutzen, wie folgende Sitze zeigen:

5.2.9 SATZ

Aquivalent sdind:

(a) X 48t (uniform) zusammenhdngend.

(b) Jede (gleichmdBig) stetige Abbildung voen X 4n einen (uniform) to-
tal-unzusammenhdngenden Raum {8t konstant.

Beweis:
(a) = (b): 5.2.7.
(b) = (a): Folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB jeder zweielementige

metrische Raum uniform total-unzusammenhdngend ist.

5.2.10 SATZ

Aquivalent sind:

(a) X 48t {unifonm) total-unzusammenhdngend.

(b) Jede (gleichmiBig) stetige Abbildung von edinem [uniform) zusammen-
hingenden Raum nach X {sf konstant.

Beweis:

(a) = (b): 5.2.7.

(b) = (a): Ist ¥ ein (uniform) zusammenhdngender Teilraum von X, so

ist die Einbettung f: Y » X gleichm&@Big stetig, nach (b) also konstant.
Somit ist Y hdchstens einelementig.

5.2.11 BEMERKUNG

Kompakte Rdume sind besonders einfach zu handhaben. Das wird auch hier

wieder deutlich.

5.2.12 SATZ

Ist X kompakt, s0 sind dquivalent:
(a)
(b)

X 48t total-unzusammenhdngend.
X

{8t uniform total-unzusammenhdngend.
Beweis:
(a) = (b): 5.1.29.
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{(b) = (a): 5.2.2.

5.2.13 THEOREM
1st X kompakt, s0 sind dquivalent:

(a) X 481 total-unzusammenhdngend.

(b) Is% U gleichmiBige Umgebung von A in X, 40 gibt es edine unlforme
Zenfegungsmenge B in X mit A < B < U.

(c) 142 U Umgebung von x £n X, 40 gibt es eine Zenfegungsmenge B 4in X
mit x € B < U.

Beweis:

(a) = (b): Fir jedes n € N ist die Menge Bn aller Punkte von X, die
% - verkettet mit wenigstens einem a € A sind, eine A umfassende uni-
forme Zerlegungsmenge von X, denn es gilt dist(Bn,X\Bn) > %. Es genligt
somit zu zeigen, daB ein n mit Bn < int U existiert. Wdre das nicht der
Fall, so wire (Bn\int U) eine monoton fallende Folge nicht-leerer, ab-
geschlossener Mengen, h&tte also nach 4.3.2 einen nicht-leeren Durch-
schnitt. Wdre x ein Element des Durchschnitts, so gdbe es zu jedem

n € N ein a, in A, das % - verkettet mit x wdre. Ist a ein Verdich-
tungspunkt der Folge (an), 50 gilt a € cla, und a ist mit x e~verket-
tet fir jedes € > 0. Nach 5.1.29 und dem totalen Unzusammenhang von X
folgt hieraus x = a. Somit wdre a ein Element von clA\int U = clA n
cl(X\U), was nicht mdglich ist, da U gleichmdfige Umgebung von A ist.

(b) = (c) = (a) gilt immer (warum?).

5.2.14 BEMERKUNG
Wie die Aufgaben 5.4.5 und 5.2.15(1) zeigen, gilt keine der Implika-

tionen (a) = (¢) und (c) = (b) des obigen Satzes fiir beliebige metri-

sche Rdume.

5.2.15 AUFGABEN
(1) Zeigen Sie, daB der durch X = {(0,0),(0,1)} U {(%, E) In € I,
m € [0,...,n}} bestimmte Teilraum X des le folgende Eigenschaften hat:

(ij X ist uniform total-unzusammenh&ngend.
(ii) X erfiillt die Bedingung (c) von 5.2.13.
(iii) X erfiillt die Bedingung (b) von 5.2.13 nicht.

(2) Zeigen Sie, daB fiir einen total beschrinkten metrischen Raum X die
folgenden Bedingungen &dquivalent sind:

(a) Compl X ist total-unzusammenh&ngend.

(b) Zu je zwei nicht benachbarten Teilmengen A und B von X existiert
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eine gleichmifig stetige Abbildung f: X -+ (0,1} mit f[A] < {0} und
f(Bl = {1}.

(3) Untersuchen Sie, ob aus dem uniformen totalen Unzusammenhang von X

stets der uniforme totale Unzusammenhang von Compl X folgt.

(4) Gibt es einen zu @ topologisch isomorphen, uniform total-unzusam-

menhdngenden metrischen Raum?

(5) Zeigen Sie:

(a) Jeder endliche metrische Raum ist uniform total-unzusammenhd&ngend.
(b) Jeder diskrete metrische Raum ist uniform total-unzusammenhdngend.
(c) Fir jedes X ist Bair(X) uniform total-unzusammenh&dngend.

(d) Jeder ultrametrische Raum ist uniform total-unzusammenh&ngend.

(6) Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(a) x ist ein isolierter Punkt in X.
(b) {x} ist eine Zerlegungsmenge in X.

(c) {x} ist eine uniforme Zerlegungsmenge in X.

5.3 DAS CANTORSCHE DISKONTINUUM ID
Als nichstes wollen wir das sogenannte Cantorsche Diskontinuum D defi-

nieren und analysieren. Dieser Raum hat sehr viele interessante Eigen-
schaften und ist zweifellos, wie wir sehen werden, einer der wichtig-
sten metrischen Riume. Er gibt u.a. eine positive Antwort auf die nahe-
liegende Frage, ob es iiberabz&hlbare, kompakte, total-unzusammenhdn- -

gende Ridume gibt.

5.3.1 DEFINITION
n

<

Der durch D = (I - | (xn) ist eine Folge in {0,2}] bestimmte
n=1 3

Teilraum D von IR heiBt Cantorsches Diskontinuum,

5.3.2 BEMERKUNG
ID kann auch folgendermaBen beschrieben werden. Fiir jedes m € IN sei

- X
D = (z ML (x_) ist eine Folge in (0,1,2} mit {x,,...,x_} =(0,2}}.
m n=1 3N n 1 m
Dann gilt offenbar [0,1] 5 Dy 2D, > ... 20D = D.

Ferner ist D, Vereinigung der beiden Intervalle

@

[0,%] = {z MR (x,) ist Folge in {0,1,2} und x; = 0} und
n=1 3

2 ® Xp

[3,1] = {£  — I (x_) ist Folge in {0,1,2) und x, = 2}.
n=1 3n n

Analog ist D, Vereiniqung der 4 Intervalle
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8
L

[O,l] = {z 2 (x) ist ‘Folge in {0,1,2} und X, = %y = o},
13"
2 3 ® ¥ :
[§'§] = {21 ;E | (x,) ist Folge in {0,1,2} und x; = O und x, = 2},
© X
(8,73 -z M| (x_) ist Folge in {0,1,2} und x, = 2 und x, = O}
9’ 13n n r Lr 1 2 r
(8,17 = = | (x) ist Folge in {0,1,2) und x, = x, = 2}
3’ ] B n! 1s olge in 1, und x; = x, = .
s . n k k+1
Analog ist jedes Dn Vereinigung von 2" Intervallen der Form [_E’_H_]’
37 3

die man durch Fixieren der ersten noxg erhdlt.

Dn+1 geht aus Dn hervor, indem man aus jedem der Dn aufbauenden Inter-

valle [EE,Egl] das offene mittlere Drittel wegschneidet, also [53,5%11
373 3° 3
k  k+1 3k+1  3k+2 3k 3k+1 3k+2 3k+3
durch [—, =—] \ ] , [ =1 , Ju . ] ersetzt.
30 n 3n+1 3n+1 3n+1 3n+1 3n+1 3n+1
o 1
I — {
(e} 1/3 2/3 1
D, - j | 4
0 1/9 2/9  3/9 6/9 7/9 8/9 1
D, — — P b
D, = = —4 i — i
5.3.3 SATZ

Das Cantornsche Dishontinuum ID hat gofgende Eigenschaften:
(1) D <81 kompakt,
(2) D (st total-unzusammenhdngend.

(3) ID 4st 4in sdich dicht.
(4) Card I = c.

Beweis:

(1) Jedes Dn ist als Vereinigung von 20 abgeschlossenen Intervallen
selbst abgeschlossen. Somit ist ID = N Dn abgeschlossen in IR. Da ID
beschrinkt ist, muB D kompakt sein.

(2) Sei X ein zusammenhdngender Teilraum von ID . Dann ist X ein Inter-
vall. Aus X < Dn folgt, daB X ﬁn einem der D, aufbauenden Intervalle
liegt und somit eine L&nge < - hat. Da das fiir jedes n € IN gilt, ist
X héchstens einelementig. - a

(3) Sei x € D und € > O, Dann existiert ein m mit % 2 < e. Sei
n=m 3
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x flir n <m
n

w X © Y
x =X —%, sei Y, = 0 fiir n 2 m und X, = 2 |, und sei y = & —g .
n=1 3 2 fir n2mund x =0 n=1 3
o Ixn - ynl @ 50
Dann gilt y € D, x # y und Ix - yI< & — S I -~ <eE. Also
n=1 3 n=m 3

ist D in sich dicht.
(4) Die Menge M aller Folgen in {0,2} hat bekanntlich die Kardinalzahl

® X
¢. Die durch (xn) -z —% defirierte Abbildung f£f: M » ID ist bijek-
n=1 3

tiv. Also gilt Card ID = e¢.

Wie wir im folgenden sehen werden, ist ID im wesentlichen der einzige
nicht-leere, kompakte, total-unzusammenhdngende, in sich dichte me-
trische Raum. Jeder Raum mit diesen Eigenschaften ist ndmlich zu ID

uniform isomorph.

5.3.4 THEOREM [Chanraktendisdienung des Cantornschen Dishontinuums)

Fin jeden nicht-Leeren metnischer Raum X sind die §olgenden Bedingun-

gen dquivalent:

(a) X 43t kompakt, total-unzusammenhdngend und in sdich dicht.

(b) X 4ist topofogisch Lsomorph zu D.
X

(c) 481 unifonm {somoaph zu .

Beweis:
Aus der Kompaktheit von ID folgt nach 5.2.17 die Xquivalenz von (b)
und (c). Aus 5.3.3 folgt, daB (a) aus (b) folgt. Es geniigt somit zu
zeigen, daB je z2wei nicht-leere, kompakte, total-unzusammenhingende,
in sich dichte metrische Rdume X und X' topologisch isomorph sind. Wir
konstruieren einen topologischen Isomorphismus f: X - X' in mehreren
Schritten:
(1) Fir jedes € > O gibt es eine Zahl n,, so daf zu jedem m 2 n, eine
Zerlegung von X in m paarweise disjunkte, nicht-leere Zerlegungsmen-
gen A',...,Aé mit diam Ai < ¢ fiir alle i existiert. Um das einzusehen,
betrachte man ein % - Netz {x1,...,xm} in X. Fuir jedes Xy ist die Ku-
gel s(xi, %) eine gleichmapige Umngebung der Kugel S(xi,%). Somit exi-
stiert nach 5.2.13 eine uniforme Zerlegungsmenge Bi mit S(xi, %) [
Bi < S(xi, %). Definiert man Ai = Bi \.U‘ B., so sind die Mengen

j<i
A1,...,Am paarweise disjunkte Zerlegungsmengen in X mit diam Ai <

m
diam S(xi, %)s € und UV Ai = X. Entfernt man von den Mengen
i=1
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A]""’Am diejenigen, die leer sind, so erhdlt man durch geeignete Um-
numerierung der verbleibenden Ai's eine Zerlegung von X in no(s m)

paarweise disjunkte nicht-leere Zerlegungsmengen A1,...,An mit
[
diam Ai < ¢ fiir alle i. Jeder der Unterrdume A1""’An ist nicht-leer,
— (e}

kompakt, total-unzusammenhingend und als offener Unterraum auch in sich

dicht. Durch weitere Zerlegung eines der Ai' z.B. von An , kann man
o

fir jedes m > ng eine Zerlegung von X in genau m paarweise disjunkte
nicht-leere Zerlegungsmengen gewinnen. Das sieht man z.B. folgender-

maBen: An enthilt unendlich viele Punkte; denn andernfalls wére es
o

nicht in sich dicht. Also gibt es m -(no - 1) verschiedene Punkte

. 1 N
Yy re-er¥y in An . Ist r = 5 mln(d(yk,yl)|k=no,...,m,l=no,...,m,k # 1},

n
o o
so gibt es nach 5.2.13 zu Jjedem Yy eine Zerlegungsmenge Ck in An mit

o]

Yy € Ck c S(yk,r). Definiert man

Ai fir 1 = 1,...,nc—1

A, = [ ¢ fir 1 =ng,...,m-1
An \ .U Cj fir i = m,
o Jj<m .
so erhilt man eine Zerlegung von X in m paarweise disjunkte, nicht-lee-

iSE.

(2) Wir konstruieren durch Induktion eine Folge (Zn) von Zerlegungen

re Zerlegungsmengen Ai,...,A& mit diam A

von X und eine Folge (Z;) von Zerlegungen von X'. Wegen (1) gibt es
eine Zahl n, und 2erlegungen Z1 = {Al""’An } von X und

Z; = (81,...,8n } von X' in jeweils'n1 paarwéise disjunkte, nicht-leere
1 .
Zerlegungsmengen mit Durchmesser < %. Jeder der Rdume A, bzw. Bi ist

wieder nicht-leer, kompakt, total-unzusammenhdngend und in sich dicht.

Also gibt es nach (1) eine Zahl n, und fiir jedes Ai bzw. Bi eine Zer-

legung (Ai1,...,Ain2} bzw. (Bi1,...,Bin2] in jeweils n, paarweise dis-

junkte, nicht-leere Zerlegungsmengen mit Durchmesser < %. Folglich ist

22 = [Ai112|i1 € {1,...,n1}, i, € [1,...,n2)} bzw. Z2 =

(Bi1izli1 € {1,...,n1}, i, € {1,...,n21} eine Zerlegung von X bzw. X'

in jeweils n 2 paarweise disjunkte, nicht-leere Zerlequngsmengen mit

1
Durchmesser < ;. Seien I = {Ai1.._irli1€[1,...,n1},...,ir€{1,...,nr}}

‘n
1
3
und Z; = {B I i, € {1/ ...nqgd,eeeni € {1,-..,nr)} bereits

11"'ir r
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definiert. Nach (1) existiert eine 2ahl n und fir jedes

A . € 1 _ bzw. B
11"‘1r r 11...1r

{a

\ r+1
€ Zr eine Zerlequng

} bzw. {Bi ,...,Bi L..in } in g

i 1 Pr+1

...ir1""'Ai1...i n

rr+l "‘ir1

1 1
paarweise disjunkte, nicht-leere Zerlegungsmengen mit Durchmesser
1

s - Somit ist Zr+1={A1 i liv€{1”“’nv} fir v=1,...,r+1} bzw.
2 1 r+1
t 2 _ ]
Zr+1 = {B1 Y Iiv € {1,...,nv} fir v = 1,...,r+1} eine Zerlegqung
1 r+1
r+1
von X bzw. X' in T | n, paarweise verschiedene, nicht-leere Zerle-
i=1
gungsmengen vom Durchmesser = 2 .
2r+‘|
(3) Fir jedes x € X gibt es genau eine Folge (in)' so dafl x € Ai i
"EERE

fir jedes r gilt., Ist (in) die zu x gehdrige Folge, so gibt es genau

einen Punkt f(x) € X', so daB £(x) € B fir jedes r gilt., Die

i.,...4
1 r

durch x - f(x) definierte Abbildung f: X -+ X' ist offenbar bijektiv.
Zum Nachweis der Stetigkeit von f betrachte man ein x € X und ein

€ > 0. Ist l; < € und ist (in) die zu x gehdrige Folge, so gilt
2

diam Bi i < & Also ist die Zerlegungsmenge Ai i eine Umgebung
'EERS 3 peeeiy
von X mit f[Ai i ] = By ; < S(f(x),e). Folglich ist f stetig in
PREERS St peeeiy
x und somit stetig. Nach 4.2.19 ist f: X -+ X' ein topologischer Iso-

morphismus.

5.3.5 BEMERKUNG
Obige Charakterisierung deutet bereits an, daf das Cantorsche Dis-

kontinuum D nicht "ein Raum wie jeder andere" ist, sondern zumindest
in der Theorie der kompakten Réume eine ausgezeichnete Rolle spielt.
Wir werden spiter sehen, daB ein kompakter Raum genau dann total-un-
zusammenhéngend ist, wenn er zu einem abgeschlossenen Teilraum von ID
topologisch isomorph ist, und daB ein nicht-leerer metrischer Raum ge-
nau dann kompakt ist, wenn er stetiges Bild von ID ist. Zundchst zei-
gen wir, daB [0,1] stetiges Bild von ID ist.

5.3.6 SATZ
Es existient eine stetige Abbildung f: D - [0,1] von D aug [O,1].

Beweis:

Zu jedem x € ID existiert genau eine Folge (xn) in {0,2} mit
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o X -] y

x =X -2 ., Da sich jedes y € [0,1] in der Formy = I —% mit
n=1 37 n=1 2
o Xn
y. € {0,1} darstellen 1l&Bt, wird durch x I (x_) I L —— eine
n n n=1 2n+1

surjektive Abbildung f: D - [0,1] definiert. Zum Nachweis der (gleich-
mdBigen) Stetigkeit von f geniigt es, da (—%) eine Nullfolge ist, zu
2
zeigen, daf filir jedes m und jedes x € D und y € D aus d(x,y) < —%
3
stets d(f(x),f(y)) < —% folgt. Ist (xn) die zu x gehdrige Folge in
2

{0,2} und (yn) die zu y gehbrige Folge in {0,2}, so folgt aus d(x,y) =

= Xy T ¥, 1
r _— < — zundchst x_=y _ flir n = 1,...,m und somit
n m n
n=1 3 ) 3 Ix. -y
a(E(x),£(y)) s 1 —B B <y 2= 1,
n=1 2 n=m+1 2 2

Der ndchste Satz zeigt, daB viele Rdume einen zum Cantorschen Diskon-
tinuum topologisch isomorphen Raum als Teilraum besitzen und somit
mindestens ¢ Punkte enthalten,

S.3.7 SATZ
Jeden nicht-feere, 4in sich dichte, vollstdndige metaische Raum besitzt
einen zum Cantonschen Diskontinuum topologisch {somonphen Tedllraum,

Beweis:
Sei X nicht leer, in sich dicht und vollstdndig. Durch Induktion nach
n definieren wir fir jede endliche Folge (11""'in) in {0,2} eine ab-

geschlossene Menge A, . in X mit int A . #F 9.
i0.04, 11...1n

Induktionsanfang: Wdhle zwei verschiedene Punkte x, und x, in X, setze
d(x1,x2)

1 min {1,———3————] und definiere Ao = {x € de(x1,x) < r1} und

r

A2 = {x € de(xz,x) < r1}.

Induktionsschlui: Sei Ai bereits definiert. Widhle zwei Punkte

PR S
. . o 1 1

Yy, und y, in lntAi1...in’ setze r = mln{;ETT’§d(y1'y2)’

1.. 1.. P

Ed;_st(y1,x\Ai1 L.y )ezdist(y, XNAy ;)] und definiere A; 4 4 =

n 1 n 1 n

{x € Xld(y,,x) S r} und A, = {x € X|d(y,,Xx) € r}. Ist x € D

1 11"'in2 2

und (xn) die zugeh®rige Folge in (0,2}, so gibt es nach 3.1.13 genau

einen Punkt f£(x) in X mit f£(x) € A x fur jedes n. Ist Y der durch
. PREES N

{f(x)Ix € D} bestimmte Teilraum von X, so wird durch x I f(x) ein
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topologischer Isomorphismus £: ID - Y definiert.

5.3.8 SATZ (vgl. auch Satz 3.4.5)
18t X edin nicht-Leenen, in sdich dichter, vollstdndiger metnischer Raum,
40 g€t Card X 2 c.

5.3.9 SATZ
Ist X edin nicht-Leenen, in sdich dichtexr, kompaktenr metaischen Raum, 4o
gift card X = c.

Bemerkenswert und sehr niitzlich ist die Tatsache, daB8 jede stetige Ab-
bildung von einem abgeschlossenen Teilraum von ID in einen beliebigen
metrischen Raum stetig auf ID fortgesetzt werden kann. Zum Bewels die-

ses Satzes bendtigen wir einige Vorbereitungen:

5.3.10 LEMMA 1

o X oy o |x_ - y_|I
Dunch d*(xz =, & 2 = —_

n=1 3% n=1 37 n=1 3

uniform dquivalente Metnikh d* auf D definient.

wind edine zu d = dEIJD x D

Beweis:
o xn -3 yn
Sind x = L - und y = L T zwei verschiedene Punkte von ID und
n=1 3 n=1 3 "
. _ . * 2 _ 1
gilt m = min{n € INIxn # yn}, so gilt d7 (x,y) < 2_ Y | und
- n=m 3 3
ax,y) 24 - 1 2= L somit gilt d(x,y) € d*(x,y) S 3d(x,¥),
3 n=m+1 3 3

woraus nach 2.2.8 die uniforme Aquivalenz von d und d* folgt.

5.3.11 LEMMA 2
Sind x,y und y' Punkte von D mit d*(x,y) = d*(x,y'), 40 gilt y = y'.

Beweis: '
@ lxn - ynl @ Ixn - ynl
Aus d*(x,y) = d‘(x,y') folgt T —_—_— 7 —_— wEgen
n n
n=1 3 n=1 3
ix, - y,l € {0,2) und Ix - ygl € {0,2) folgt hieraus Ix -y I= Ixn-y;I

und somit y_ = ' fiir alle n, d.h. y=y'.
n ¥n

5.3.12 LEMMA 3
Ist A eine nicht-Leene, abgeschfossene Teilmenge von (ID,d*), 40 gibt

es zu fedem x € I genau edinen Punk® r(x) 4in A mit
d*(x,r(x)) = dist(x,A). Die durch x b r(x) definiente Abbifdung

r; D ~ A {81 stetdg.
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Beweis:

Nach 5.3.10 ist die Stetigkeit von r: ID - A &dquivalent zur Stetigkeit
von r: (ID,d*) - (A,d*lA x A); letzteres zeigen wir.

Die Existenz von r(x) folgt wegen 5.3.10 aus 4.2.11, die Eindeutigkeit
aus 5.3.11.

Zum Nachweis der Stetigkeit von r: (D ,d*) - (A,d*|A x A) betrachte
man eine gegen x konvergierende Folge (xn) in (ID ,d*). Wirde die Folge
(r(xn)) nicht gegen r(x) konvergieren, so gidbe es eine Teilfolge

(r(xn }), die in (A,d*|A x A) gegen einen Punkt a # r(x) konvergieren
i

wirde. Somit wiirde die Folge (d*(xn ,r(xn ))) = (dist(xn ,A)) nach
i i i
1.3.8 gegen d*(x,a) und nach 5.3.2 gegen dist(x,A) konvergieren, wor-

aus d*(x,a) =- dist(x,A) und somit a = r(x) folgen wiirde, im Wider-
spruch zu a # r(x).

5.3.13 THEOREM
18t A ein abgeschlcssenen Teilnaum von D, so exdistiert zu jeden ste-

tigen Abbildung f: A - X von A in einen befiebigen, nicht-Ceeren me-
trischen Raum edine stetige Fontsetzung g: D - X.

Beweis:

Ist A leer, so ist die Behauptung trivial. Ist A nicht leer, so exi-
stiert nach 5.3.12 eine stetige Abbildung r: ID - A mit r(a) = a fir
alle a € A, Folglich ist die Abbildung g = £ - r:" D - X eine stetige
Fortsetzung von f.

5.3.14 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) Sei o: {0,2} -» (0,2} die von der Identitdt verschiedene Bijektion,
sei M eine Teilmenge von IN, und sei fM: D -» D die durch

P xn © y, Xpe falls n € M

b Y -z - mit Y, = definierte Abbil-
n=1 3 n=1 3 c(xn), falls n € M

dung. Dann gilt:

(a) fy: D + D ist ein uniformer Isomorphismus

B fyofy = £ o)\ (unn)

(c) fMefM ist die Identitdt auf D

(d) die Folge (f[n]) konvergiert gleichmdBig gegen die Identitdt auf D

{e) ist (Mn) eine monoton wachsende Folge von Teilmengen von IN und
gilt M = U(Mnln € W}, so konvergiert die Folge (fM ) gleichmédBig
gegen fM n

(f) es gibt uniforme Isomorphismen £: ID - ID, die nicht von der Form
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fM sind. [Hinweis: Untersuchen Sie die Fixpunkte von fM].

(2) 2u je zwei Punkten x und y von ID existiert ein uniformer Isomor-
phismus £: D - D mit £(x) = y.
(3) Seien A und B nicht-leere, disjunkte, abgeschlossene Teilmengen

von (ID ,d*). Es gibt keinen Punkt x in D mit dist(x,A) = dist(x,B).

(4) Jede gleichmdBig stetige Abbildung von einem beliebigen Teilraum
von ID in einen nicht-leeren, vollstdndigen metrischen Raum besitzt

eine gleichméBig stetige Fortsetzung auf D_.

5.4 DER ZERBRECHLICHE KEGEL K
Das Cantorsche Diskontinuum erweist sich als wesentliches Hilfsmittel

zur Konstruktion eines Teilraumes IK von H!z mit sehr merkwilirdigen Ei-

genschaften, die unseren naiven Vorstellungen arg widersprechen.

5.4.1 DEFINITION
Eine Folge (xn) heiBt fast kenstant, wenn fast alle ihre Glieder liber-

einstimmen, d.h. wenn es ein n so gibt, daB aus m 2 n stets X, = X
folgt.

n

5.4.2 DEFINITION

E
Sei D, = [z —% | (xn) ist eine fast konstante Folge in {0,2}}, und
n=1 3
sei 02 = ID\D1. Fir jedes x € D, (bzw. x € D2) bezeichne Sx die Menge
aller Punkte der Strecke von (x,0) nach (%, 1}, deren zweite Koordina-
te rational (bzw. irrational) ist. Der durch K = U SX bestimmte
x € ID
Teilraum K von R % heint zerbrechficher Kegel:
Y
1 -1- o
5%\3
5755 %ya
=y= E:\‘-a

1/2 X
5.4.3 SATZ
Den zenburechliche Kegel XK {4t zusammenhdngend.
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Beweis:

Sei A eine Zerlegungsmenge von X mit (%,1) € A. Flir jedes x € D sei
Ax die Menge aller r € [0,1], fir die jeder Punkt (p,g) von Sy mit

g 2r in A liegt, und r, = inf A . Da A offen ist und (%,1) enthdlt,
gilt r, < 1 fuir jedes x € ID. Ist {x € ]DIrx = 0} dicht in ID, so gilt
A = IK wegen der Abgeschlossenheit von A in X . Es verbleibt zu zeigen,
daB eine Alternative nicht méglich ist. Wire {x € IDIrx = 0} nicht
dicht in ID, so gdbe es eine nicht-leere offene Teilmenge B in ID nit
r, > O fir jedes x € B. Wir folgern zundchst

X
Sei x € B n D1, und es gdlte r, € @. Dann wdare (p*,rx) € Sx, pP* geeig-

r_ € IP fliir jedes x € B n D, und T, € @ fir jedes x € B n D,.

net gewdhlt, aufgrund der Definition von r, und der Abgeschlossenheit
von A. Da A offen ist, existierte eine Umgebung U von (p‘,rx) mit

U < A; wegen r, > O gdbe es dann ein (p.q) € Sx mit q < r, im Wider-

spruch zur Definition von r.. Es gilt also L € I? . Analog zeigt man

r, € @ fiir jedes x € B N D,.

Definiert man Br = {r} fir r € B N D1 und Br = {x € BND Irx = r} fir

jedes r € @ n ]O,1[, so widre B Vereinigung der abzihlbar 3ielen Mengen
B, mit r € (BN D) u (@nJO,10).

Als nicht-leerer offener Teilraum des vollstidndigen Raumes ID wire B
topologisch vollstdndig und somit von 2. Kategorie. Daher existierte

1 v (en]o,1() derart, das Br nicht nirgends dicht in B und
. ° i
somit nicht nirgends dicht in D wédre. Insbesondere gdlte B. < D,,

ein ro €D

andernfalls wdre Br einelementig. W&re C eine nicht-leere offene

o
Teilmenge von D mit C = ¢l B , so gibe es ein x_ € C N b, da D,
o
dicht in D ist, Folglich wdre der Punkt von S_ , dessen zweite Koor-

o
dinate gleich r, ist, sowohl Beriihrpunkt von A als auch von IK\A, im

Widerspruch dazu, daB A Zerlegungsmenge von IK ist. Folglich ist jede
(%,1) enthaltende und damit jede nicht-leere Zerlegungsmenge von K

gleich IX, d.h. X ist zusammenhdngend.

5.4.4 SATZ
Den durch X = n<\((%,1)) bestimmte Teilraum X von IK 48t total-unzu-
sammenhdngend.

Beweis:
Sei A ein zusammenhdngender Teilraum von X. Sind x und y zwei verschie-
dene Punkte von ID, so gibt es eine Zsrlegungsmenge B von D mit x € B

und y € B. Folglich ist C = U S; eine Zerlegungsmenge von X mit
b€B
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* * . ; ¥ _ 1
S5, < C und Sy c X\C; dabei sei 5 = 5, \ [(2,1)].
Da A ganz in C oder in X\C liegt, kann A mit h&chstens einer der Mengen
Ss* und S* Punkte gemeinsam haben. Somit existiert ein w in D mit

A c S;. Da S; total-unzusammenhingend ist, ist A hochstens einelementig.

5.4.5 AUFGABE

Zeigen Sie, daB der durch X = IK\{(%,1)} bestimmte Teilraum X von K
folgende Eigenschaften hat:

(1) X ist uniform zusammenhdngend.

(2) X erfillt nicht die Bedingung {(c) von 5.2.13.






