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§ 4 ToTAL BESCHRANKTE UND KOMPAKTE METRISCHE RAUME

STUDIERHINWEISE ZU § 4

In § 4 werden total beschrdnkte und kompakte metrische Raume unter-
sucht. Kompaktheit erweist sich als eine der angenehmsten Eigenschaf-
ten metrischer Riume. U.a. wird sich zeigen, daB viele der aus der
Analysis bekannten angenehmen Eigenschaften von [0,1] sich nicht nur
auf beliebige abgeschlossene und beschridnkte Teilrdume des IRD , son-
dern darilber hinaus auf alle kompakten metrischen Riume X lbertragen
lassen, z.B. ist jede stetige Abbildung f: X - R bereits gleichmiBig
stetig, und die Menge f[X] ist nicht nur beschrinkt, sondern besitzt
(£dr X # @) dariiber hinaus ein gr®dBtes und ein kleinstes Element. Dem
Leser sei empfohlen, sich insbesondere mit den zahlreichen Charakteri-
sierungen kompakter Riume zu beschdftigen. Wir werden diese in § 6 be-
nutzen, um eine vollstidndige Ubersicht iiber alle kompakten metrischen
Rd&ume zu erlangen.

Dem Abschnitt iiber kompakte metrische R&ume ist ein kurzer Abschnitt
iiber total beschrdnkte metrische Rdume vorangestellt. Der Grund ist
folgender: Metrische Rdume erweisen sich (4.2.2) genau dann als kom-
pakt, wenn sie sowohl vollstiindig als auch total beschré&nkt sind, und
da vollstidndige R&ume bereits sorgfdltig studiert wurden, liegt es
nahe, zundchst den noch fehlenden anderen Aspekt der Kompaktheit, né&m-
lich totale Beschrinktheit, separiert zu studieren. Dadurch erhalten
wir eine bessere Einsicht in die Natur kompakter metrischer Rdume. An-
sonsten sind total beschrinkte metrische Rdume von geringerer Bedeu-
tung. Festhalten sollte man allerdings, daB die total beschrénkten
Riume gerade die Teilriume kompakter metrischer Riume sind (4.2.5}.

4.0 EINFUHRUNG
Aus der Analysis ist bekannt, daB kompakte (= beschrinkte und abge-

schlossene) Teilmengen X von IR bzw. R" besonders angenehme Eigen-
schaften haben. So ist jede stetige Abbildung f: X - IR bereits gleich-
mdsig stetig (was fiir die Integralrechnung wichtig ist), und die Men-
ge {£(x)Ix € X} ist nicht nur beschrinkt, sondern besitzt (fiir X * @)
dariiber hinaus ein gré8tes und ein kleinstes Element (was sich fir
diverse Probleme als extrem nitzlich erweist). Kompaktheit erweist
sich als eine erheblich stiirkere und angenehmere Eigenschaft als Voll-
stdndigkeit. So ist IR zwar vollst&ndig, hat aber keine der eben er-
wihnten angenehmen Eigenschaften kompakter Riume, z.B. ist die durch

X b x2 definierte Abbildung IR - IR zwar stetig, aber nicht gleich-
mdsig stetig, die durch x }» x definierte Abbildung IR - R zwar
gleichmiBig stetig, aber nicht beschridnkt und die durch x (x2+1)-’
definierte Abbildung f: IR » IR zwar gleichméfig stetig und beschrénkt,
aber f[IR] = ]0,1] hat kein kleinstes Element. Diese Beispiele deuten
bereits an, um wieviel Kompaktheit angenehmer ist als Vollstdndigkeit.
Selbstverstdndlich gelten alle Folgerungen aus der Vollstdndigkeit
(Banachscher Fixpunktsatz, Bairescher Kategoriensatz etc.) auch fir
Kompaktheit. Gdbe es nicht einige sehr wichtige R3ume (z.B. 212). die
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zwar vollstdndig aber nicht kompakt sind, so hdtten wir vollstdndige
Riume keineswedgs so ausfihrlich studiert, sondern uns gleich auf das

Studium kompakter REume konzentriert.

Die Frage liegt nahe: Was fehlt den vollstdndigen Riumen an der Kom-
éaktheit? Die aus der Analysis bekannte Charakterisierung vollstidndiger
und kompakter Teilrdume X des 352 deutet die Antwort an: X ist genau
dann kompakt (= beschrénkt und abgeschlossen), wenn X vollsténdig

(= abgeschlossen) und beschrdnkt ist. Leider ist Beschrinktheit keine
uniforme Eigenschaft, denn nach 2.2.9(5) ist jede Metrik zu einer be-
schridnkten Metrik uniform &quivalent. Es gibt jedoch eine etwas stir-
kere uniforme Eigenschaft "totale Beschrédnktheit", die obiges Problem
18st: Ein metrischer Raum erweist sich genau dann als kompakt, wenn er
vollstidndig und total beschridnkt ist.

Wie die vollstdndigen, so haben auch die total beschrinkten metrischen
Rdume eine Reihe angenehmer Eigenschaften.

Insbesondere wird sich zeigen, daB ihre "Gr8Be" in Grenzen bleibt. Wir
werden deshalb zundchst totale Beschrdnktheit isoliert studieren und
erst spdter Vollstidndigkeit hinzufiigen und damit Kompaktheit untersu-

chen.

4.1 TOTAL BESCHRAENKTE METRISCHE RAUME

4.1.1 DEFINITION

Seil X ein metrischer Raum, und sei r eine reelle Zahl. Eine Teilmenge

A von X heiBt r-dicht in X, wenn dist(x,R) € r flir jedes x € X gilt.
Eine endliche, r-dichte Teilmenge von X heiBt r-Nefz in X. Der Raum X
heiBft total beschrdnkt, wenn X = @ ist oder fir jedes r > O ein r-Netz

in X existiert.

4.1.2 BEMERKUNG
(1) A ist genau dann O-dicht in X, wenn A dicht in X ist.

(2) Die totale Beschrédnktheit eines Raumes X ld8t sich folgendermaBen
veranschaulichen: Wie klein auch die Reichweite r > O eines bestimmten
Senders sein mag, so ist es doch stets mdglich, durch Errichten von

nur endlich vielen Sendeanlagen (in je einem Punkt von X) jeden Punkt
von X zu erreichen. Diese Interpretation zeigt auch, daB die Bedingung

der totalen Beschrdnktheit sehr natiirlich ist.

4.1.3 BEISPIELE
(1) Ein diskreter Raum ist genau dann total beschrédnkt, wenn er end-
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lich ist.

(2) Wie wir in 4.1.12 beweisen werden, ist ein Teilraum des 212 genau
dann total beschrénkt, wenn er beschrinkt ist.

(3) Ein X-stachliger Igel ist genau dann total beschridnkt, wenn X end-
lich ist.

(4) B(X) ist genau dann total beschrZrkt, wenn X = @ gilt.

4.1.4 SATZ (Chanraktendisierung den totalen Beschrndankthelit)

Fin jeden metndschen Raum X sind fofgende Aussagen dquivafent:
(a) X 4381 total beschrdnkt.

(b) Jede Folge in X besitzt eine Cauchy-Teilfolge.

(c) Jede Folge 4in X besitzt einen Vendichiungspunkt in Compl X.

Beweis:

(a) = (b): Sei (x,) eine Folge in X. Durch Induktion nach m werden
Teilmengen Am von X mit diam Am < % urd Teilfolgen (xg) von (xn) in
Am folgendermaBen konstruiert: Induktionsanfang: Ist {y1,...,yr} ein
1-Netz in X, so gibt es unter den r Mengen K(yi,1) = {x € de(yi,x)s1}

wenigstens eine Menge K(yio,1) = A die unendlich viele Glieder von

11
(xn) und somit eine Teilfolge (x;) von (xn) enthdlt. InduktionsschluB:

Seien fir festes m die Menge Am und die Folge (xﬁ) definiert. Ist

2 = (21,...,25) ein E%T - Netz in X, s0 gibt es unter den s Mengen
1., _ 1 , . ) _
K(zi’EIT) = {x € de(zi,x) < 517} wenigstens eine Menge Am+1’ die un
m+1

endlich viele Glieder der Folge (xﬁ) und somit eine Teilfolge(xn )
von (xg) enthdlt. Die Folge (xg) ist eine Teilfolge von (xn), und fir

jedes m gilt diam{x:In 2 m} = diam{xiln € N} < dianlqns %. Also ist
(x:) Cauchy-Folge in X.

(b) =» (c): Ist (yn) Cauchy-Teilfolge von (xn), so konvergiert (yn) in
Compl X gegen einen Punkt y. Folglich ist y Verdichtungspunkt von (xn)
in Compl X.

{c) = (a): Wdre X nicht total beschr@nkt, so gdbe es fiir ein geeigne-
tes r > O kein r-Netz in X. Also kdnnte man durch Induktion eine Fol-
ge (xn) in X derart konstruieren, daB aus n < m stets d(xn,xm) > r
folgte. Eine derartige Folge (xn) hé&tte keinen Verdichtungspunkt in
Compl X.

4.1.5 SATZ
Ist £: X - Y edne gleichmdBig stetige Abbifdung ven X auf ¥, und {81
X total beschrdnkt, s0 (st Y total beschrdukt,
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Beweis:

Ist (yn) eine Folge in ¥, so existiert wegen der Surjektivitdat von £
eine Folge (xn) in X mit (f(xn)) = (yn). Die Folge (xn) besitzt eine
Cauchy-Teilfolge (xni) in X. Nach 3.1.4 ist (f(xni)) = (yni) eine

Cauchy-Teilfolge von (yn) in Y.

4.1.6 BEMERKUNG
Nach 4.1.5 ist jeder zu einem total beschrd@nkten Raum uniform isomorphe

Raum ebenfalls total beschrdnkt. Die Eigenschaft eines metrischen Rau-
mes, total beschridnkt zu sein, ist also eine uniforme Eigenschaft. Sie
ist aber keine topologische Eigenschaft, denn die Rdume IR und ]JO,1[
sind zwar topologisch isomorph, aber ]0,1[ ist total beschridnkt, und
IR ist nicht total beschrdnkt.

4.1.7 SATZ
Jeden total beschrndnkte Raum (&% beschrdnki.

Beweis:
Ist A ein 1-Netz in X mit diam A = r, so gilt offenbar diam X < r+2 <e,

4.1.8 BEMERKUNG
Ist X total beschrdnkt, so ist jeder zu X uniform isomorphe Raum be-

schrdnkt. Die Umkehrung gilt nicht. Ist X eine unendliche Menge, so

ist der X-stachlige Igel Y zwar nicht total beschrinkt, aber jeder zu

Y uniform isomorphe Raum ist beschrdnkt. Um letzteres einzusehen, be-
trachte man einen uniformen Isomcrphismus f: (Y¥,d) - (2,d'). Wire (Z2,d')
unbeschrinkt, so widre die Menge {d'(f(0),2z)l2z € 2} ebenfalls unbe-
schrdnkt, Also gdbe es zu jedem r ein z, in Z mit d'(f(O),zn) 2 n. Zu
jedem n gdbe es einen Punkt (xn,rn) in ¥ mit f((xn,rn)) = z.. Fir

festes n betrachte man die n + 1 Punkte

r 2r

n n . . i
0,(xn,ﬁ—),(xn,—3—),...,(xn,rn) ir. Y. Wegen d (f(O),f(xn,rn)) > n gdbe
es unter ihnen zwei, die wir mit Pn und q, bezeichnen, so da8

r

d(pn,qn) = HE < % und d'(f(pn),f(qn)) 2 1. Also widren die Folgen (pn)
und (qn) in Y benachbart, die Folgen (f(pn)) und (f(qn)) in % aber
nicht, im Widerspruch zur gleichmdBigen Stetigkeit von f. Tatsdchlich
haben wir sogar etwas mehr bewiesen: Jede gleichm&Big stetige Abbil-
dung f: ¥ » 2 von einem unendlich-stachligen Igel in einen beliebigen
metrischen Raum ist beschridnkt (d.h. £{Y] ist beschrédnkt in 2). Ein

entsprechender Satz gilt flir total beschrédnkte Riume:
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4.1.9 FOLGERUNG
Ist f: X » Y gledichmiBig stetdig und {8t X total beschrinkt, so Lst
£(X] beschrdnkt in Y.

Beweis:
f[X] ist nach 4.1.5 total beschri@nkt und somit nach 4.1.7 beschrinkt.

4.1.10 SATZ

Fin Tedfrdume A ven X gili:

(1) Is& X totak beschadnkt, 3¢ 44X A fotal beschrdnkt.

(2) 182 A dicht in X und Lst A foZal beschrndnki, so {st X fotal be-
schrénkz.

Beweis:

(1) Jede Folge in A ist Folge in X und besitzt somit eine Cauchy-Teil-
folge.

(2) Jedes r-Netz in A ist ein r-Netz in X, denn ist B = {b1,...,bn]
ein r-Netz in A, s0 gilt flr jedes x € X x € clA =

cl(K(b1,r) U ... v K(bn,r)) =.cl K(b1,r) U ... Ucl K(bn,r). Also
gibt es ein i mit x € cl K(bi,r), woraus d(b1,x) < r folgt. [Hierbei
ist K(b,r) = [{x € Ald(b,x) £ r}] gesetzt.]

4,1,11 SATZ

Agquivalent sind:

(a) X 458t totaf beschrdinkt.

(b) Compl X {4t fotal beaschrdnkt.

Beweis:
Der Satz folgt aus 4.1.10, weil X ein dichter Unterraum von Compl X

ist.

4,1.12 BEISPIELE
Sei W = {(xg,.-.,x) € IRnImax{|x1| se-+. 1% 1} € Kk} ein Wirfel der Kan-

tenldnge 2k in ®r". Fir jedes r > O gibt es ein m mit % < r. Folglich

ist B = [(;l,...,-:;g)lri € {-km,-km + 1,...,+km} flir alle i} bzgl. der
Maximum-Metrik dM ein r-Netz in W. Somit ist W bzgl. dM und somit auch
bzgl. der uniform dquivalenten Euklidischen Metrik dE total beschrénkt.
Wegen 4.1.7 und 4.1.10(1) folgt hieraus, das ein Teilraum des g&f ge-

nau dann total beschrédnkt ist, wenn er beschridnkt ist.

4.1.13 DEFINITION
Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine hdchstens abz&hlbare,
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dichte Teilmenge enthdlt.

4.1.14 sSaT2
Jeden total beschrdnkte metaische Raum (st sepanabel,

Beweis:

Ist B_ ein 1. Netz in X, so ist B = U B_ dicht in X und als Ver-
n n - new " -
einigung abzihlbar vieler endlicher Mengen h&chstens abz#hlbar.

4.1.15 BEMERKUNG

Ein separabler Raum ist nicht notwendig total beschrinkt, wie der

Raum IR zeigt. Wir werden aber spdter sehen, daB ein metrischer Raum
genau dann separabel ist, wenn er zu einem total beschrd@nkten Raum to-
pologisch isomorph ist. Separabilitdt ist eine topologische Eigen-
schaft.

4.1.16 DEFINITION
Card X bezeichne die Kanrdinaf:zahf einer Menge X. Insbesondere sei
¢ = Card IR und §, = Card WN.

4.1.17 SATZ
Ist X separabel, s0 gift Card X < c.

Beweis:

Sei A eine hdchstens abz&hlbare, dichte Teilmenge von X. 2u jedem

x € X gibt es eine Folge (xn) in A, die gegen x konvergiert. Wegen der
Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt aus x # y stets (xn) # (yn). Also
hat X hdchstens so viele Elemtente, wie es Folgen in A gibt, d.h.

Card I R
Card X € Card A < LS = c.

4.1.18 FOLGERUNG
184t X total beschninkt, s0 gift Card X < c.

4.1.19 AUFGABEN

(1) Konstruieren Sie zwei total beschrédnkte metrische Rdume, die to-

pologisch isomorph, aber nicht uniform isomorph sind. [Hinweis: Ver-
gleichen Sie z.B. [-1,+1I\{0} und [-1,+1)\{- %,%]].

(2) Zeigen Sie: Sind A und B total beschrédnkte Teilrdume von X, soO
sind auch 2 N B und A U B total beschrdnkte Teilriume von X.

(3) Zeigen Sie, daB X genau dann total beschrédnkt ist, wenn X keinen




zu N uniform isomorphen Teilraum besitzt.
(4) Hyp X ist genau dann total beschridnkt, wenn X total beschrénkt ist.

(5) Bair(X) ist genau dann total beschridnkt, wenn X endlich ist.

4.1.2c AUFGABEN

Eine Teilmenge A von X heifBt zerstreut, falls gilt:

Inf {d(a,b) | a € Aund b € A und a *#+ b} > 0. Zeigen Sie:

(1) X ist genau dann total beschrdnkt, wenn jede zerstreute Teilmenge
X endlich ist.

(2) X ist genau dann separabel, wenn jede zerstreute Teilmenge von X

>

von

héchstens abzdhlbar ist.
(3) A ist genau dann zerstreut, wenn A zu einem diskreten metrischen
Raum uniform isomorph ist. [Vergl. 2.2.12(5)].

(4) Jede zerstreute Menge in X ist abgeschlossen in X.

4.1.21 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) Die metrischen R3ume R"™ sind separabel, aber nicht total be-
schrénkt.

(2) Die metrischen R&ume l1 und 12 sind separabel, aber nicht total
beschrénkt.

(3) Der metrische Raum 1_ ist vollstdndig, aber nicht separabel.

{(4¢) Ein diskreter metrischer Raum ist genau dann separabel, wenh er
héchstens abzdhlbar ist.

(5) B(X) ist genau dann separabel, wenn X endlich ist.

(6) Ein Teilraum eines separablen Raumes ist separabel.

(7) Ein dichter Teilraum von X ist genau dann separabel, wenn X separa-
bel ist.

4.2. KOMPAKTE METRISCHE RAUME

4.2.1 DEFINITION

Ein metrischer Raum X heift hompaki, wenn jede Folge in X einen Ver-

dichtungspunkt hat.

Bemerkung:

Kompaktheit ist offensichtlich eine topologische Eigenschaft im Gegen-
satz zur Vollstindigkeit und totalen Beschrédnktheit, die nur uniforme
Eigenschaften sind. Es ist um so bemerkenswerter, daB die beiden let:z-
ten Eigenschaften zusammengenommen Kompaktheit charakterisieren.
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4.2.2 SATZ (Uniforme Charaktenisierung den Kompahthedit)
Aquivalent sind:

(a) X 44¢ kompakt.

{b) X <48t vollstindig und total beschrdnkt.

Beweis:

(a) = (b): X ist vollstdndig, denn nach 3.1.8 ist jeder Verdichtungs-
punkt einer Cauchy-Folge bereits Grenzwert der Cauchy-Folge. X ist
nach 4.1.4 total beschrédnkt, denn jeder Verdichtungspunkt einer Folge
in X ist natlirlich auch Verdichtungspunkt dieser Folge in Compl X.

(b) = (a): Wegen der Vollstindigkeit von X gilt X = Compl X. Wegen der
totalen Beschrdnktheit von X hat jede Folge in X einen Verdichtungs-
punkt in Compl X = X.

4.2.3 BEISPIELE
(1) Ein diskreter Raum X ist genau dann kompakt, wenn X endlich ist.

(2) Jeder metrische Raum X mit endlichem X ist kompakt.

(3) Ein Teilraum X des R"” ist genau dann kompakt, wenn er beschrinkt
und abgeschlossen ist.

(4) Ein X-stachliger Igel ist genau dann kompakt, wenn X endlich ist.

(5) B(X) ist genau dann kompakt, wenn X = @ gilt.

4.2.4 SATZ

I8¢ A Tedilraum eines kompakten Raumes X, 40 sind dgquivalent:
(a) A L8t kompakt.

(b) A {8t abgeschlossen in X.

Beweis:
(a) = (b): Jeder kompakte Teilraum von X ist vollst#ndig, also nach
3.1.10 abgeschlossen in X.

(b) = (a): Jeder abgeschlossene Teilraum von X ist nach 3.1.1o voll-
stdndig und nach 4.1.10 total beschrdnkt, also kompakt.

Beachten Sie, das fir die Implikation (a) = (b} die Kompaktheit von X
nicht benStigt wurde. Vergl. 3.1.12(3).

4.2.5 SATZ (Chanraktenisienung total beschadnkter Riume mittels Kom-
paktheit)

Aguivalent sind: .

(a) X 48t total beschrdnkt.

(b) Compl X {s% hompakt.
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(c)

X 48t ein Teifraum edines kompakten Raumes.
(d) X {8t unigorm Lsomonph zu einem Telfhaum edines hompakien Raumes.

Beweis:
{a) = (b): Ist X total beschrénkt, so ist Compl X nach 5.1.11 total be-
schrdnkt und vollstédndig, also kompakt.

(b) = (c): X ist ein Teilraum von Compl X.

(c) = (d): Trivial,

(d) = (a): Jeder Teilraum eines kompakten Raumes ist als Teilraum ei-
nes total beschrdnkten Raumes ebenfalls total beschrédnkt. Jeder zu ei-
nem total beschrinkten Raum uniform isomorphe Raum ist nach 4.1.5 eben-
falls total beschrénkt.

4.2.6 BEMERKUNG
Ein Raum, der zu einem Teilraum eines kompakten Raumes topologisch

isomorph ist, ist i. allg. nicht total beschrénkt, denn totale Be-
schrédnktheit ist, wie wir gesehen haben, keine topologische Eigen-
schaft, z.B. ist R zwar nicht total beschrdnkt, aber zu dem Teilraum
]0,1[ des kompakten Raumes [O,1] topclogisch isomorph. Der folgende
Satz gibt einen Hinweis darauf, wie die R&ume beschaffen sind, die zu

einem Teilraum eines kompakten Raumes topologisch isomorph sind.

4.2.7 SATZ
1st X topologisch isomoaph zu einem Teilnaum edines kompakten Raumes,
40 {81 X sepanabel.

Beweis:

Jeder Teilraum eines kompakten Raumes ist total beschridnkt und somit
separabel. Da Separabilitit eine topologische Eigenschaft ist (vgl.
4.1.15), ist auch X separabel.

4.2.8 BEMERKUNG
Wir werden in 6.4.8 zeigen, daB obiger Satz die separablen R&ume cha-

rakterisiert, d.h. wir werden die Rquivalenz der folgenden drei Eigen-
schaften metrischer R&ume nachweisen:

(a) X ist separabel.

(b)
(c)
mes.

X ist topologisch isomorph zu einem total beschrinkten Raum.

X ist topologisch isomorph zu einem Teilraum eines kompakten Rau-
Im Augenblick kénnen wir nur (a) e (b) e= (c) zeigen. Filir die fehlen-
de Implikation fehlen uns noch die Mittel.
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4.2.9 BEMERKUNG

Kompakte Rdume haben eine Fille angenehmer Eigenschaften. Als nichstes
wollen wir zeigen, daB ihre "uniforme Struktur" bereits durch ihre
"topologische Struktur" bestimmt ist, d.h. daB je zwei topologisch
isomorphe kompakte Rdume bereits uniform isomorph sind. Insbesondere
lassen sich in einem kompakten Raum alle uniformen Begriffe - wie z.B.
Benachbartsein von Mengen, Benachbartsein von Folgen, gleichmiBige Um-
gebung - durch topologische Begriffe - wie abgeschlossene Menge, Be-
rithrpunkt einer Menge, Grenzwert einer Folge usf. - ausdriicken. Dem
Leser seil empfohlen, sich an geeigneten Beispielen klarzumachen, das
Entsprechendes weder fiir volistdndige noch fiir total beschrdnkte R3u-
me gilt.

4.2.10 SATZ (Exdistenz honvergenter Teilfolgenpaanre)
Sind (x.) und (y,) Folgen in einem kompakten Raum X, s0 gibt es eine
konvengente Teilfolge (xni) von (x.) denant, daB die entsprechende Teil-

§olge (yni) von (y.) ebenfalls konvengient.

Beweis:
(xn) besitzt einen Verdichtungspunkt x und somit eine gegen x konver-

gierende Teilfolge (xni). Die entsprechende Teilfolge (yni) von (yn)

konvergiert i. allg. nicht, besitzt aber ebenfalls einen Verdichtungs-
punkt y und somit eine gegen y konvergierende Teilfolge (Y, ).
i,

J
Die entsprechende Teilfolge (xn } von (xn ) konvergiert gegen x. Also
i, i
J
sind (xni ) und (yn‘ ) entsprechende Teilfolgen von (xn) bzw. (yn),

1.
] J
die beide konvergieren.

4.2.11 SATZ
Sind A und B nicht-feere Teifmengen edines kompakten Raumes X, 4o gibt
es Punkte x € clA und y € clB mit dist(A,B) = d(x,y).

Bewelis:
Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es Elemente ay € A und bn € B mit
dfa_,b ) < dist(A,B) + L. Nach 4.2.10 gibt es entsprechende Teilfolgen
(ap ) von (an) und (b, )} von (bn), die konvergieren. Offensichtlich
i i
gilt x = 1lim a, € ¢lA und y = lim bn € clB sowie d(x,y) =
i-o i j o i

lim d(an ,bn ) £ lim (dist(A,B) + El)= dist(A,B). Andererseits folgt
i-co i i i i
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aus dist(cla,clB) = dist(A,B) unmittelbar dist(A,B) < d(x,y). Somit
gilt dist(A,B) = d{x,y).

4.2.12 SATZ

Sind A und B Teifmengen eines hompakten Raumes, s0 sind dquivalent:
(a) A und B s4ind benachbant.

(b) clA N clB # @, d.h. A und B haben edinen gemeinsamen Benriihnpunkt.

Beweis:

(a) = (b): Aus dist(A,B) = O folgt, daB weder A noch B leer sind und
nach 4.2.11, daB Punkte x € clA und y € clB mit d(x,y) = dist(A,B) = O
existieren, woraus x = y € clA n clB folgt.

(b) = (a) gilt offenbar immer.

4.2.13 SATZ

Sind A und B Teifmengen eines hompakiten Raumes, so0 sind dquivalent:
(a) B 4st gleichmdBige Umgebung von A.

(b) clA < int B.

(c) B {st Umgebung von clA.

Bewelis:

B gleichmdfige Umgebung von A e A und X\B sind nicht benachbart

o= ClA N1 cl1(X\B) = @ o= clA < X\cl(X\B) = int B e= B ist Umgebung von
clAa.

4.2.14 SATZ

Sind (x) und (y,) Folgen in einem kompakten Raum, so sind dquivalent:
(a) (x)) und (yn) sind benachbanrt.

(b) Je zwed entaprnechende Teilfolgen (xni) und (yni) von (x) und (y,)

haben entsprechende Tedlljolgen (x, ) und (v, ) mit gemedinsamem Grenz-
i, i,
went. J J

Bewelis:

(a) = (b): Nach 4.2.10 haben (xn } und (yn ) entsprechende konvergente
i i
Teilfolgen, Diese sind ebenfalls benachbart, haben somit denselben

Grenzwert.
(b) = (a): Wiren (xn) und (yn) nicht benachbart, so gdbe es eine po-

sitive reelle Zahl r und ein Paar entsprechende Teilfolgen (xn ) und
i
(yni) von (xn) bzw. (yn) mit d(xni,yni) 2 r fir jedes i. Dann hdtten
(xn ) und (yn ) offenbar kein Paar entsprechender Teilfolgen mit dem-
i i
selben Grenzwert, im Widerspruch zu (b).
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4.2.15 THEOREM (GLedichmdBige Stetighedit stetigen Abbilfdungen mit hom-
paktem Defini{tionsbereich)

Jede stetige Abbilfdung f: X =+ Y von edinem kompakten Raum X in edinen
beliebigen Raum Y {8t gledichmdBig stetig.

Beweis:

Sind A und B benachbart in X, so haben sie einen gemeinsamen Beriihr-
punkt x. Wegen der Stetigkeit von f ist f(x) gemeinsamer Beriihrpunkt
von f[(A} und £[B]. Folglich sind f[A] und f£[B] benachbart in Y. Nach
2.1,.6 folgt hieraus die gleichmé&Bige Stetigkeit von f.

4.2.16 BEMERKUNG
Die kompakten Rdume sind nicht die einzigen Riume mit obiger Eigen-

schaft. So ist jede stetige Abbildung - ja sogar jede Abbildung - von
einem diskreten Raum in einen beliebigen Raum gleichmidBig stetigq,

4.2.17 THEOREM
Jeder topologische Tsomonphismus f: X + Y von einem kompakten Raum X

auf einen beliebigen Raum Y Lst ein uniformen ITacmorphismus.

Beweis:

Kompaktheit ist eine topologische Eigenschaft. Also ist mit X auch

Y kompakt. Somit sind nach dem Satz liber die gleichmiBige Stetigkeit
stetiger Abbildungen mit kompaktem Definitionsbereich (4.2.15) sowohl
f: X » Y als auch f-1: Y - X gleichmiigig stetig, also uniforme Iso-

morphismen.

4.2.18 THEOREM (Stetige Bilder kompakten Rdume sind kompaki)
Tst £f: X » Y edine steitige Abbilfdung von X auf Y, 40 {4t mit X auch Y
kompak t.

Beweis:

Zu jeder Folge (yn) in ¥ gibt es wegen der Surjektivit&t von £ eine
Folge (xn) in X mit (yn) = (f(xn)). Wegen der Kompaktheit von X hat
(xn) einen Verdichtungspunkt x in X. Wegen der Stetigkeit von f ist
f (x) Verdichtungspunkt von (f(xn)) = (yn) in Y. Also ist Y kompakt.

4.2.19 SAaTZ
Ist £: X - Y eine Abbildung zwischen metnischen RAumen und (st X kom-
pakt, 80 sind dquivalent:

(a) f: X - Y is¢t bijekhtiv und stetig.
(b) f: X - Y {81 ein topologischen Tsomorphisdmus.
(c) f: X - Y i8¢t ein uniformen lsomorphismus.
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Beweis:
Die Kquivalenz von (b) und (c) wurde in 4.2.17 bewiesen. Es geniigt so-
mit zu zeigen, daf (b) aus (a) folgt. Sei f: X - Y stetig und bijektiv.
Ist A abgeschlossen in X, so ist A nach 4.2.4 kompakt. Also ist f[A]
nach 4.2.18 ein kompakter Teilraum von Y, f[A] somit abgeschlossen in
Y (vergl. 3.1.12(3)). Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von
X unter der Abbildung f

lich ist £ ' Y -+ X stetig und somit f: X - Y ein topologischer Iso-

: ¥ » X ist somit abgeschlossen in Y. Folg-

morphismus.

4.2.20 AUFGABEN

(1) Zeigen Sie die HRquivalenz der folgenden Bedingungen filir in sich

dichte metrische Rdume X:

(a) X ist kompakt.

(b) In X haben je zwei benachbarte Teilmengen einen gemeinsamen Be-
riihrpunkt.

(c) Jede stetige Abbildung f: X - IR ist gleichmdBig stetigq,

(2) Zeigen Sie, daB fiir jeden Teilraum X = (X,d) von R folgende Aus-

sagen dquivalent sind:

(a) X ist kompakt.

(b) Fiir jede zu dE topologisch dquivalente Metrik d' auf X ist (X,d')
vollstdndiqg.

(c) Flir jede zu dE topologisch dquivalente Metrik d' auf X ist (X,d')
total beschrdnkt.

(d) Fiir jede z2u dE topologisch Hdquivalente Metrik d' auf X ist (X,d')
beschrénkt.

4,2.21 BEMERKUNG
Allgemeiner als 4.2.20(2) gilt fir jeden metrischen Raum X, daB folgen-

de Aussagen dquivalent sind:

(a) X ist kompakt.

(b) Jeder topologische Isomorphismus f: X -+ Y ist ein uniformer Iso-
morphismus.

(c) Jeder zu X topologisch isomorphe Raum ist vollsténéig.

(d) Jeder zu topologisch isomorphe Raum ist total beschrénkt.

X
X

(e) Jeder zu topologisch isomorphe Raum ist beschriénkt.

Die Aquivalenz der Bedingungen (a) - (e) folgt relativ leicht aus dem
folgenden Satz, den wir nicht weiter bendtigen und deshalb auch nicht
beweisen: Ist (A,dA) abgeschlossener Teilraum eines metrischen Raumes
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(X,4), so ld8t sich jede zu dA topologisch dquivalente Metrik auf A zu
einer zu d topologisch dquivalenten Metrik auf X fortsetzen. Dieser
Satz wurde 1930 von Felix Hausdorff bewiesen (Fundamenta Mathematica
16, S. 353 - 360).

4.2.22 AUFGABEN
Zeigen Sie:
(1) Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte kompakter Teil-

rdume von X sind kompakt.

(2) Ist A eine nicht-leere, kompakte Menge in X, so gibt es
Punkte a und a' in A mit diam A = d(a,a’'}.

(3) (a) Keiner der metrischen Rdume nln, l”,l1,l2 ist kompakt.
(b) In R" ist jede abgeschlossene Kugel kompakt.

(c) In keinem der R&ume lm,lz,l1 existiert eine abgeschlossene
Kugel mit positivem Radius.

(d) In jedem der R&ume lw,12,11 ist jede kompakte Menge nirgends
dicht.

(e) Fir (xn) € 11 ist {(yn) € l1l Iynl < Ixnl fir alle n} kompakt

in 1,.
1

(4) Bair(X) ist genau dann kompak:z, wenn X endlich ist.

[Vergl. 3.1.14(8) wund 4.1.19(5)].

4.3 TOPOLOGISCHE CHARAKTERISIERUNG KOMPAKTER RAUME
Aus Theorem 4.2.18 folgt sofort, das8 jede stetige Abbildung f: X + R

von einem kompakten Raum X nach IR beschrdnkt ist. Erstaunlicherweise

ist diese - aus der Analysis bekannte - wichtige Eigenschaft kompakter
Riume zur Kompaktheit &quivalent. Der folgende Satz enthdlt eine Reihe
weiterer zur Kompaktheit Hquivalenter topologischer Eigenschaften me-
trischer Riume. Die aus der Analysis bekannte Uberdeckungseigenschaft

wird anschlieBend behandelt.

4.3.1 DEFINITION
x heift Hdugungspunkt von A in X, falls x ein Berlihrpunkt von A\({x} in

X ist.

4.3.2 THEOREM
Aquivalent sind:
(a) X 481 kompakt.
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(b) Jede stetige Abbifdung f: X -+ R {8t beschrdnkt.

(c) Fin jede stetige Abbifdung f: X » IR hat die Menge £[X] ein griBtes
und ein heeinstes Element, odern sie ist Leen.

(d) Jede unend&iche Teilmenge von X hat edinen Hiufungspunkt.

(e) Jede monoton fallende Folge A, DAy > ... DA > ... nicht-Leenen,
abgeschlossenen Teilmengen von X hat einen nichi-fLeeren Dunchschnitt
(Cantorsche Durchschnittseigenschaft; vergl. auch 3.1.13).

Beweis:

(a) = (b): Nach 4.2.18 ist £[X] ein kompakter und somit beschrdnkter
Teilraum von R.

(b) = (c): Wire f[X] eine beschrdnkte, nicht-leere Teilmenge von R
ohne ein grdstes Element, so wdre r = sup f[X] ein nicht zu £[X] ge-
h8render Beriihrpunkt von f[X]. Somit widre die durch x + (f(x) - r)“1
definierte Abbildung g: X - IR stetig und unbeschrénkt, im Widerspruch
zu (b). Also hat f[X], falls ungleich @, ein grdftes Element. Ent-

sprechend folgt die Existenz eines kleinsten Elementes.

(c) = (d): Hat A keinen H&ufungspunkt in X, so ist A abgeschlossen in
X, und jede Abbildung f: A - Y von A in einen beliebigen metrischen
Raum Y ist stetig. Hitte eine unendliche Menge A keinen HZufungspunkt
in X, so gédbe es eine Abbildung f: A » IR derart, daB f£(A] nach oben
unbeschrdnkt wdre. Nach dem Fortsetzbarkeitstheorem flir R (2.3.7)
lieBle sich f zu einer stetigen Abbildung g: X - IR fortsetzen. Die
Menge g[X] hdtte kein grdftes Element, im Widerspruch zu (c¢).

(d) = (e): Flir jedes n € N widhle man ein Element a, € A . Ist die Men-
ge A = {anln € W} endlich, so enthdlt sie ein Element, das in unend-
lich vielen An und somit in N Al liegt. Andernfalls besitzt A einen
Haufungspunkt x. Wegen {an|n 2 m} < Am ist x Haufungspunkt und somit

Element von jedem Am. Also gilt x € N Am.

(e) = (a): Ist (xn) eine Folge in X und definiert man Am=cl[xn|n > m},
so ist (Am) eine monoton fallende Folge nicht-leerer, abgeschlossener
Teilmengen von X. Ist x ein Element von N Am’ so ist x Verdichtungs-
punkt von (xn), denn jede Umgebung von x trifft jede der Mengen

{xnln 2 m} und enthdlt somit unendlich viele Glieder von (xn).

4.3.3 DEFINITION
Eine Menge U von Teilmengen von X heiBt (ibeadeckung von X, falls

X = U U gilt. U heiBt offen in X, wenn jedes U € U offen in X ist.
uel
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4.3.4 THEOREM (Satz von Heine-Borel)

Aquivalent sind:

(a) X 4{&& hompakt.

(b) Jede abzdhlbanre offene lberdeckung U von X enthdlt eine endfiche
libendeckung V <« U von X.

{(c) Jede ofgene lbeadeckung U von X enthdlt eine endfiche liberdeckung
Vclvon X.

Beweis:
(a) = (b): Es sei U = (Ui | i € N} eine abzdhlbare offene Uberdeckung
n

von X, und wir nehmen an, flir alle n € IN wdre X # U U,. Dann kann
n i=1

man durch An = X\ U Ui eine monoton fallende Folge nichtleerer,
i=1

abgeschlossener Teilmengen von X definieren, deren Durchschnitt wegen

(a) nach 4.3.2(e) nicht leer ist, also
n n
g+ N A =N X\ v U;) =X\ U U U; =X\ U U;.
neEl n€MN i= neEN i=1 i€N
Das widerspricht jedoch der Voraussetzung, daB U die Menge X ilberdeckt.

(b) = (a): Wire filir eine absteigende Folge (An) nichtleerer abgeschlos-

sener Teilmengen von X n A =@, so wire mit U_ = X \ A
neNy B n n
u-= (Unln € IN} eine hdéchstens abzdhlbar offene Uberdeckung von X.

n
Nach Voraussetzung existiert ein n € IN mit U Ui = X, im wWiderspruch

i=1
n

n
zu §=X\ U U = N A =A.
i=1 i=1

1
(c) = (b) ist trivial.

(b) = (c): Wegen (b) = (a) ist X nach 4.1.14 separabel, Fir eine
h8chstens abzdhlbare, dichte Teilmenge B von X und filir eine offene
Uberdeckung U von X betrachtet man die h&chstens abzdhlbare Menge

I= {(byn) €Bx N | 3V € U: S(b, ) = 0},

Flir jedes i = (b,n) € I sei eine Menge Ui € U mit S(b, %) c Ui ausge-
widhlt. Fiir jedes x € X findet man ein U € U und ein m € N mit

S(x, 1) © U und, weil B dicht ist, auch ein b € B mit b € S(x, ) €U,
also S(b, ,1) cs(x, 1) < uv. :

1

Folglich ist 1 = (b, 2m

) € I, und es gilt x € S(b, 1) < U;.

[U1 1 i € I} ist also eine abzihlbare Teiliiberdeckung von U, aus der

man voraussetzungsgemidB eine endliche Uberdeckung auswdhlen kann.

4.3.5 BEMERKUNG
Uber die Gr8Be eines kompakten Raumes haben wir sehr prézise Vorstel-
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lungen. Jeder endliche Raum ist kompakt. Jeder kompakte Raum hat nach
4.1.8 h6chstens ¢ = Card IR Punkte. Im ndchsten Kapitel werden wir zei-

gen, daB jeder in sich dichte kompaktz Raum genau ¢ Punkte hat.

4.3.6 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) X ist genau dann kompakt, wenn X keinen abgeschlossenen Teilraum
besitzt, der zu N topologisch isomorph ist.

(2) X ist genau dann kompakt, wenn fiir jede stetige Abbildung f: X - Y
die Menge f[X] abgeschlossen in Y ist.

(3) X ist genau dann kompakt, wenn fir jede Menge A von abgeschlossenen
Teilmengen von X aus NA = @ die Existenz einer endlichen Menge B < A
mit N8 = @ folgt.

(4) Ist U eine offene Uberdeckung eines kompakten metrischen Raumes X,
S0 existiert eine positive reelle Zahl r derart, daf fiir jede Teilmen-
ge A von X mit diam A € r ein U € U mit A € U existiert {(Lebesquescher
tiberdeckungssatz).

(5) Seien X kompakt und ist F eine Menge stetiger Abbildungen von X

nach R mit folgenden Eigenschaften:

(a) aus f € F und g € F folgt £-g € F

(b} 2u jedem X € X existiert eine Umgebung U von X in X und ein f € F
mit f£(y) = O fir jedes y € U.

Dann enthdlt F die konstante Abbildung von X nach R mit Wert O.

(6) Ist X einem Teilraum von Y metrisch isomorph, ist Y einem Teilraum
von X metrisch isomorph und ist X kompakt, so sind X und Y metrisch
isomorph.

Ohne die Kompaktheit von X gilt obige Folgerung nicht.





