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§ 2 ABBILDUNGEN ZWISCHEN METRISCHEN RAUMEN, STETIGKEIT UND
GLEICHMASSIGE STETIGKEIT

STUDIERHINWEISE 2ZU § 2

Ebenso wie in der Linearen Algebra Beziehungen zwischen Vektorrdumen
und Eigenschaften von Vektorrdumen sehr hdufig mit Hilfe von Homomor-
phismen untersucht werden, lassen sich Beziehungen zwischen metrischen
Rdumen und Eigenschaften metrischer Raume oft vorteilhaft mit Hilfe ge-
eigneter Abbildungen untersuchen. Im Gegensatz zur Linearen Algebra er-
weisen sich jedoch, wie aus der Analysis bekannt, fiir das Studium me-
trischer Rdume zwe{ verschiedene Sorten von Abbildungen als interessant
und niitzlich: die stetigen und die gleichmdBig stetigen.

In 2.1 werden diese beiden Abbildungsarten definiert und charakteri-
siert, einfache Eigenschaften und Beispiele werden untersucht. Kurz:
es wird ein wesentliches Handwerkszeug fiir den gesamten weiteren Kurs
bereitgestellt. Je souverdner es gehandhabt wird, desto leichter ist
das Verstdndnis der folgenden Kursteile. Vor allem wichtig sind die
Charakterisierungssdtze 2.1.2, 2.1.4 und 2.1.6,

2.2 ist von ganz anderer Natur. Hier geht es nicht um technische Hilfs-
mittel, sondern um eine LOsung der grundsdtzlicheren (philosophisch
attraktiven) Frage nach der "wesentlichen Gleichheit" zweier metrischer
Riume bzw. zweier Metriken auf derselben Trédgermenge. Wie wir sehen,
kann diese Frage mit Hilfe von Abbildungen ohne jede Mystik einfach und
prédzise beantwortet werden. Entsprechend den zwei Sorten uns interes-
sierender Abbildungen gelangen wir allerdings zu zwei verschiedenen
L&sungen: der uniformen Isomorphie metrischer R&ume (und der uniformen
Aquivalenz von Metriken) auf der einen Seite, der topologischen Iso-
morphie metrischer Riume (und der topologischen Aquivalenz von Metriken)
auf der anderen Seite (2.2.1). Wdhrend die ebenfalls definierte metri-
sche Isomorphie eine vergleichsweise unbedeutende Rolle spielt, sind
obige Isomorphiebegriffe wesentlich flir das Verstidndnis dessen, was To-
pologie ist. Wie im Laufe des Kurses immer deutlicher werden wird, ist
eine Metrik auf einer Menge X nur ein Hif§amittel, um eine geeignete
topologische bzw. uniforme "Struktur"” auf X zu beschreiben. Im Verlau-
fe des weiteren Kurses sollte das Verstdndnis und das Gefiihl dafir,

was eine topologische Eigenschaft bzw. eine uniforme Eigenschaft
(2.2.7) ist, soweit wachsen, daB wir uns im 7. Paragraphen von den nur
als (allerdings sehr niitzliches) Hilfsmittel dienenden Kriicken der Me-
trik schlieBlich ganz befreien und uns dem Studium von topologischen,
uniformen und Nachbarschafts-Rdumen zuwenden k&nnen (vergl. Topologie

I und II).

Wiederum von anderer Natur ist 2.3. Dieser Absatz enthdlt wesentliche
Ergebnisse {iber die Fortsetzbarkeit (gleichmdfig) stetiger Abbildun-
gen. Die Beweise sollen natiirlich verstanden werden, k&nnen jedoch an-
schlieBend ohne groB8en Schaden wieder vergessen werden.

2.0 EINFUHRUNG
Auf einer Menge X gibt es i. allg. sehr viele verschiedene Metriken.
So sind auf ]Rz die diskrete Metrik dD, die Euklidische Metrik dE’ die
Maximum-Metrik dM und die Summen-Metrik dS voneinander verschieden,
denn es gilt d;((0,0),(4,3)) =1, d.((0,0),(4,3)) 5,

dM((O,O),(4,3)) 4, dg((0,0),(4,3)) 7.
Aber bereits im vorigen Kapitel haben wir darauf hingewiesen, dag die

"
n
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Unterschiede zwischen den Metriken dE’ d,, und ds unwesentlich sind:

M

Teilmengen sind genau dann benachbart bzgl. d wenn sie benachbart

EI
bzgl. dM (cder ds) sind, eine Folge konvergiert genau dann gegen einen
Punkt bzgl. d

wenn sie bzgl. d,, (oder ds) gegen diesen Punkt konver-

E’ M

giert, eine Menge ist genau dann offen bzgl. d wenn sie offen bzgl.

e
dM (oder ds) ist usf. Hingegen ist die diskretz Metrik dD wesentlich
von den drei anderen Metriken verschieden, z.B. ist die Menge Qz bzgl.
dD sowohl offen als auch abgeschlossen, aber bzgl. jeder der drei an-
deren Metriken weder offen noch abgeschlossen., In 2.2 werden wir dem
zundchst noch vagen Begriff der "wesentlichen Gleichheit" von Metriken
einen prdzisen Sinn geben. Dariiber hinaus werden wir definieren, wann
zwel beliebige metrische Rdume im wesentlichen gleich sind. Als ent-
scheidendes Hilfsmittel zur Untersuchung dieser Fragen erweisen sich
die Begriffe der stetigen und der gleichmdfig stetigen Abbildungen,
die aus der Analysis bereits bekannt sind. Diese Abbildungen werden

in 2.1 definiert und charakterisiert. Wie im weiteren Verlauf dieses
Kurses deutlich werden wird, stellen sie ein geeignetes Werkzeug zur
Untersuchung metrischer Riume dar (aralog der Untersuchung von Vektor-
rdumen und Moduln mit Hilfe linearer Abbildungen). Viele Probleme las-
sen sich am leichtesten mit Hilfe (gleichmdBig) stetiger Abbildungen
formulieren und 18sen. Dabei spielen Abbildungen in besonders einfach
gebaute und wohlbekannte Riume, insbesondere in den eindimensionalen
Euklidischen Raum IR = (E{,dE) und den durch das abgeschlossene Ein-
heitsintervall I = [0,1] bestimmten Teilraum I = (I,dE) von IR eine
ausgezeichnete Rolle. Sie werden es uns spdter ermbglichen, die Struk-
tur vieler metrischer Riume in besonders einfacher Weise zu beschrei-
ben. Wie wir in den sehr wichtigen S&tzen des Abschnitts 2.3 sehen
werden, lassen sich derartige Abbildungen X - IR bzw. X - I z.B. da-
durch gewinnen, daB man Abbildungen, die nur auf einer abgeschlossenen

Teilmenge von X definiert sind, geeignet “fortsetzt”.

2.1 STETIGKEIT UND GLEICHMASSIGE STETIGKEIT, DEFINITION,
CHARAKTERISIERUNG, BEISPIELE

Seden X = (X,d), X' = (X',d') und X" = (X",d") metrische Rdume;

f: X - X' und g: X' - X" Abbildungen; x,y,... Etemente von X.

2.1.1 DEFINITION
Die Abbildung f: X - X' heiBt ste<(3 {(n %, wenn
§in jede Tedifmenge A von X, die x afs Berndhapunkt hat, £(x) Berihnr-

puitkt von £[A] £n X' Lst.
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2.1.2 SATZ (Charaktenisdierung der Stetighkeit in elinem Punkt)

Fin jedes x € X sind folgende Aussagen dgquivalent:

(a) £ ist stetdig Ln x.

(b) Fia fede Umgebung U von £(x) 4in X' ist £ (U] Umgebung von x in X.

(c) Fdn fede Folge (x,) 4n X, die gegen x konvengient, khonverngiernt die
Folge (f(xn)) in X' gegen f£(x).

(d) Ve >0 3 6 >0V y € X (d{x,y) <& =4'(f(x),fly)) < €).

Beweis:

(a) = (d): Sei € > 0. Sei B:= X'\S(f(x),e) und A:= f-1[B]. Wdre x Be-
riihrpunkt von A, so wdre f(x) nach (a) Beriihrpunkt von £[A] c B, was
offenbar nicht der Fall ist. Also ist x kein Beriilhrpunkt von A. Somit
existiert ein 6 > O mit S(x,86) N A = @, Hieraus folgt

£[s(x,8)] < S(f(x),e), also (d).

(d) = (b): Ist U Umgebung von f(x), so gibt es ein € > O mit

S(f(x),e) c U. Nach (d) gibt es ein & > 0 mit f[S(x,6)] = S(f(x),e).
Folglich gilt S(x,8) < £ '(U], und £ '[U] ist Umgebung von x.

(b) = (c): Ist U Umgebung von f(x), so ist f—1[U] nach (b) Umgebung von
x. Also liegen fast alle Glieder von (x,) in £ '[u]. Dpa aus x € £ (u]
offenbar f(xm) € U folgt, liegen fast alle Glieder von (f(xn)) in U.
Somit konvergiert (f(xn)) gegen fix).

(c) = (a): Ist x Beriihrpunkt von A, so gibt es eine Folge (an) in A,
die gegen x konvergiert. Folglich konvergiert (f(an)) nach (c) gegen
f(x). Somit ist f£(x) Beriihrpunkt von £[A].

2.1.3 DEFINITION
f: X - X' heiBt stetig, wenn f in jedem x € X stetig ist.

2.1.4 SATZ (Charakternisiearung der Stetigheit)

Aquivalent sind:

(a) £ {8t stetig.

(b) Fin jede offene Teifmenge A von X' st f-1[A] offen in X.

(c) Fin jede abgeschfossene Teifmenge A von X' {st £V [A] abgeschlos-
sen 4n X.

Beweis:

(a) = (b): Ist A offen in X', so ist A Umgebung jedes ihrer Punkte.

Nach (a) und 2.1.2 ist f-1[A] Umgebung jedes ihrer Punkte, also offen

in X.

(b) = (c): Ist A abgeschlossen in X', so ist B = X'\A offen in X'.

Nach (b) ist £ '[B] offen in X, also £ 1[A] = x\f[B] abgeschlossen in X.

(c) = (a): Sei x Berihrpunkt von A in X. Wdre f(x) kein Beriihrpunkt
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von f[A] in X', so gilte x § £ ' cl(£(a1)] > A. Nach (c) wire
f_1[cl(f[A])] abgeschlossen, also x kein Beridhrpunkt von A. Das wider-
spricht der Voraussetzung. Somit ist f(x) Beriihrpunkt von f£[A]. Folg-
lich ist f gemdB 2.1.2 stetig in x. Diese Uberlequng gilt fiir alle

x € X, also ist f stetig.

2.1.5 DEFINITION

f: X » X' heisSt gleichmdBig steitig, wenn

fin fe zwei benachbarte Mengen A und B in X die Mengen £[A) und £[B]
in X' benachbart sind.

2.1.6 SATZ (Charaktenisierung der gleichmdBigen Stetigheiz)

Aquivalent sind:

(a) £ 481 gledichmdfig stetig.

(b) Fin jede gleichmdBige Umgebung U edinen Menge A in X' {s& f-1[U]
eine gleichmiBige Umgebung von £ (A] in X.

(c) Fin je zwed benachbante Folgen (x) und (yp) An X sdnd (£(x,))
und (£(y_ )) berachbart in X'

(d) ve > 0386 >0 Vvx €X Vy € X (d{x,y) <& = d'(£(x),f(y)) < €).

Beweis:

{(a) =» (c): Sind (f(xn)) und (f(yn)) nicht benachbart, so gibt es nach
1.3.18 eine unendliche Teilmenge M von IN, so daf die Mengen

{f(xm)lm € M} und {f(ym)lm € M} nicht benachbart sind. Nach (a) sind
dann auch die Mengen {xmlm € M} und {ymlm € M} nicht benachbart. Folg-
lich sind (xn) und (yn) nicht benachbart.

{c) = (d): Ist (d) nicht erfiillt, so gibt es ein € > O und zu jedem

n € N Elemente x_und y_ in X mit d{x_,y )< % und @' (f(x ), £y ))2 €.
So gebildete Folgen (xn) und (yn) sind benachbart, aber (f(xn)) und
(f(yn)) sind nicht benachbart. Also ist (c) nicht erfiillt.

(d) = (b): Ist U gleichmdBige Umgebung von A in X', so gilt

€ = dist(A,X'\U) > O. Nach (d) existiert & > 0, so daB aus d(x,y) < &
stets d' (£(x),f(y)) < e folgt. Somit gilt fiir x € f-1[A] und

vy € X\N£'[U] = £ ' [x"\U] stets d(x,y) > 6, d.h. dist(£ ' [A),X\£f ' (U])

2 65 > 0. Folglich ist £ ol gleichm&Bige Umgebung von £ Al in X.

(b) = (a): Sind f[A] und f[B) nicht benachbart, so ist U = X'\f[B] ei-
ne gleichmidBige Umgebung von f[A]. Nach (b) ist f-1[U] eine gleichmdgfi-
ge Umgebung von e e1all. Wegen A < £"1(£(A)) und £ (U] =

X\f—1[f[B]] c X\B ist X\B gleichmiZfige Umgebung von A. Also sind A und
B nicht benachbart.
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2,1.7 SATZ [(Eigenschaften (gledlchmiBfig) stetigen Funktionen]

(1) Ist £ Lipschitz-stetig, d.h. gilt

3r >0 Vx € X vy € X d'(f{(x),.£(y)) <€ rd(x,y), so £4¢ £: X » X'
gledichmiBig stetdig.

(2) 18t £: X = X' gleichmdBig sfefig, 40 48t £: X » X' stetdig.

(3) Sind £: X = X' und g: X' - X" [gleichmdBig) stetdig, so Lst

g o £: X » X" [gleichmdBig} 3stefig.

(4) 18t X Tedlraum von Y, so0 {ist die Edinbettung X - Y gleichmiBig ste-
t4ig.

(3) Tst £: X » X' (gleichmdBig) stetig, sc (st gdn feden Teilraum Y
von X die Einschrdnkung £1 ¥: ¥ - X' von £ auf Y (gleichmdBig) stetdg.
(6) Ist £: X - X' lgleicnmdBig) stetdig und {st Y ein Teilraum von X'
mit £[X) € ¥, s0 {8t die durch f induziente Abbifdung Y!f: X » Y
{gledichmdBig) stetdig.

Bewelis:

(1) Seien A,B < X benachbart, also dist(A,B) = 0.

Dann ist dist(£[A},f[B]) inf{d'if{a),£(b))la € A,b € B}
r - inf{d(a,b)la € A, b € B}
o,

nwon

also dist(f(Aa],£[(B]) = O.

(2) Ist A c X und x € X Berlihrpunkt von A, so ist dist(x,A) = O, also
auch dist(f(x),£[A]) = O, d.h. £(x) ist Berihrpunkt von £{A].

(3) Wir zeigen: f,g gleichmdBig stetig = g ¢ f gleichmidBig stetigq.
Seien A,B © X benachbart. Dann sind auch f£[A] und £[B] benachbart und
somit auch g{f[A]] und g{f[B]]}. Analog zeigt man: f,g stetig = g - f
stetigqg,

(4) folgt aus (1).

(5) folgt mit (3) aus (4).

(6) folgt aus 1.2.31(4) (i) und (ii).

2.1.8 BEISPIELE

(1) Eine gleichmidfig stetige Abbildung ist i.allg. nicht Lipschitz-
stetig. Sind z.B. dD die diskrete Metrik und dE die Euklidische Metrik
auf IR, so ist die Identitidt idE{: (Ki,dD) - (ni,dE) gleichmdBig ste-

tig, aber fir jedes r > O gilt: dE(O,r+1) =r+l > r = r-dD(O,r+1).

(2) Eine stetige Abbildung ist i.allg. nicht gleichmidfig stetig. So
ist die durch f£(x) = xz definierte Abbildung f: IR - IR zwar stetig,
aber nicht gleichmdBig stetig. Letzteres sieht man z.B, so: die Fol-
1,2

)

gen (n) und (n + %) sind benachbart, die Folgen (n2) und ((n + E)

jedoch nicht.
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2.1.9 DEFINITION

(1) inv: IR\N{O} - IR ist die durch x x_1 definierte Abbildung.
(2) add: ﬂ%z -+ IR ist die durch (x,y) b— x + y definierte Abbildung.
(3) mult: r? - IR ist die durch (x,y) b+ x-y definierte Abbildung.

2.1.10 SATZ
(1) inv: IR\({O} - IR 4{st stetig, abexr nicht gleichmdBig stetig.
(2) add: IR

(3) mult: ® - R 4ist stetig, aben nicht gledichmdBfig steidig.

- R {4t gleichmifig steldig.

(4) Tst X edne Teilmenge von IR mit 0 ¢ cl X, s¢ {st die Einschrinkung

inv y: X - R gleichmiBig stetdg.

(5) Ist X eine beschrndnkte Teilmenge von IR2, s0 {4t die Ednschrdnkung

multlx: X -~ R gledichmdfig stetdig.

Beweis:
Ixl  Ix1%-e
(1) Ist x € R\{0} und € > 0, so wdhle man & = min{T: _2}.
Dann folgt aus Ix - yl < & zundchst |yl 2 l%l und deshalb
1.1 - dx-yl 286 . ) 1 L
Xy xi-lyl < 12 < €. Die Folgen (5) und (37) sind benachbart,

die Folgen (n) und (2n) jedoch nicht.

(2) Wdhle 6 = %. Dann folgt aus

dE((x,y),(x',y')) = VQx-x')z + (y—y')2 < & zundchst Ix-x'l < & und
<

ly-y'1l < & und deshalb | (x+y) - (x'+y')}| Ix-x'1 + ly-y'l < €.

(3) Ist (x,y) € D22 und € > 0, so wdhle man & = nin{1, . Dann

— &
TXI+lyl+1
folgt aus dp((x,y).(x',y')) < & zundchst Ix-x'l < &6 und ly-y'l < &,
also auch Ix'l € |x| + 1 und deshalb

Ix =y - x' * y'l € Ixey—-x' =yl + 1Ix" -y - x' * y'l

Iyl « 1x = x'| + Ix'"| = ly = y'l
< (lyl + Ix| + 1) +56 < €.
Die Folgen ((n,0)) und ((n,%)) sind benachbart, die Folgen (n-0) = (0O)

und (n * 1) = (1) jedoch nicht.

(4) und (5) folgen analog.

2.1.11 DEFINITION

(1) Fir 1 = 1,...,n ist p,: R" - IR die durch (xl,...,xn) f— Xy de-
finierte Abbildung. Sie heiBt i-te Projekition von RrR".
(2) Sind f.: - IR,..., fn: X -+ IR Abbildungen, so bezeichne

: X

1
(£y/0ve ) X - ® die durch x b— (£,(x),...,f_(x)) definierte Ab-
bildung.
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2.1.12 SATZ
(1) AlLe Projektionen p.: R™ » R sind gleichmiBig stetig.

(2) Die Abbifdung (£,,...,£ )¢ X = R" ist genau dann (gleichmiBig)
stetig, wenn afle f,: X » IR (gleichmiBig) stetdig s4dnd.

Bewels:
(1) Folgt unmittelbar aus
1Py (Xqveeesxp) = Pylyqoeery )l = Xy b S dp Uy eeex )i (Yqreea,y)) e

(2) Wegen f; = p; - (f1,...,fn),

2.1.12(1) und 2.1.7(3) folgt die (gleichmdBige) Stetigkeit jedes fi
aus der von (f1,...,fn). Sei umgekehrt jedes fi gleichmdBig stetig.
Dann gibt es zu € > O fir jedes i ein 61 > 0, so daB aus d(x,y) < Bi

stets Ifi(x) - fi(y)l < % folgt. Wdhlt man & = min 61, so folgt aus

vn 1<i<n
d(x,y) < & stets

A ((Eqse e £ ) (X), (g eae E) (Y))

= Vg 0 - £ e s e 0 - £_(y))?

€
< N— = .
n €

Analog zeigt man die Stetigkeit.
2.1.13 sSATZ

(1) Tst £: X + R stetig und O £ £[X], o0 is¢ die dunch xi— o1
finiente Abbildung 3: X - IR stetig.

de-

x)

(2) Sind f: X » R und g: X ~ IR (gleichmdBdig) stetig, 40 ist die dunrch
x l— f£(x) + g(x) dediniente Abbildung (f+g): X » R (gleichmdBig) ste-
tig.

R stetig, 40 ist die dunch xb f(x)-g(x)

(3) Sind f: X -~ IR und g: X -
: X » R astetdg.

defindiente Abbildung (£f-g)
(4) Ts2t £: X » IR gledichmifig stetig und O ¢ cl(f[X]), 40 ist
1

: X » R gleichmdBig stetig.

|

(5) Sind £f: X » R und g: X » R beschrdnkt (d.h.
IM>0V x €X I£(x)l £Mund Ig(x)] £ M) und gleichmdBig stetig, so
L6% (f+g): X » IR gledichmdBig stetig.

Beweis:

(1) und (4) folgen aus % = inv o f.

(2) folgt aus (f + g) = add - (f,g).

(3) und (5) folgen aus (f + g) = mult < (f,qg).



2.1.14 BEISPIELE
(1) Die durch x |- x definierte Abbildung idn{: R - R ist gleichmé&Big

stetig, aber (idnz~ idnz): R - IR ist nicht gleichmdBig stetig, wie
in 2.1.8(2) gezeigt wurde, d.h. die Beschrdnktheit beider Funktionen
in 2.1.13(5) ist wesentlich.

(2) Die durch x }— sin x definierte Abbildung sin: R - IR ist gleich-
mdBig stetig und beschridnkt, aber die durch x I x - sin x definierte
Abbildung (idIR * sin): Ii -» IR ist nicht gleichm&éBig stetig, denn die

Folgen (2nm) und (2nn + —) sind benachbart, aber die Folgen
1

(2nnesin(2nm)) = (0) und ((2nn + —) . 51n(2nn + —)) = ((2nm + —) 51“5)
sind nicht benachbart, da lim{((2nmn + %) sin —)— 2n # 0. Also genligt es
n-«o

nicht, die Beschrinktheit nur einer Funktion in 2.1.13(5) zu fordern.

_
x2 + 1 1
miRig stetig und O ¢ £{IR], aber R -R ist nicht gleichmdBig ste-

(3) Die durch x b definierte Abbildung f: R - R ist gleich-

tig.
(Begriindung analog zu 2.1.8(2)). Demnach wird die Aussage in 2.1.13(4)
falsch, wenn "cl" unterdruckt wird.

.1.15 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) Eine Abbildung f: X - X' ist genau dann stetig, wenn

f(clA] < cl(£f[A]) fir alle A < X gilt.

(2) Ist X endlich oder diskret, so ist jede Abbildung f: X - X'
gleichmdfig stetig.

(3) sind f: X » X' und g: X » X' stetig, so ist die Menge

{x € XIf(x) = g(x)} abgeschlossen in X.

(4) Ist f: X » X stetig, so ist die Menge {x € X|f(x) = x} der Fix-
punkte von f abgeschlossen in X.

(5) Ist A eine Menge offener Mengen in X und ist B eine endliche Men-~
ge abgeschlossener Mengen in X mit UA = UB = X, so sind &gquivalent:
(a) £: X - X' ist stetig

(b} fiir jedes A € A ist die Einschradnkung fl,: A = X
(c) fir jedes B € B ist die Einschriankung fIB: B - X
(6) Ist f: IR - IR stetig und gilt f£(x+y) = f£(x) + f(y) fir alle
x € IR und y € IR, so gilt f(x) = £(1)-x fir alle x € IR.

stetig
stetig.

2.1.16 AUFGABEN
f heiBit nicht-expansiv, falls d'(f(x),f(y)) < d(x,y) fiir alle x € X
und vy € X gilt. Zeigen Sie:
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(1) Jede nicht-expansive Abbildung ist Lipschitz-stetig.
(2) Flir jede nicht-leere Teilmenge A von X ist die durch f (x)=dist(x,’)
definierte Abbildung f: X - IR nicht-expansiv,

(3) Ist X = (X,d) ein metrischer Raum, so wird durch d'((x,y),(x',y"))=
max {d(x,x').,d(y,y')} eine Metrik auf X2 = X x X definiert. Die durch
{x,y) b d(x,y) definierte Abbildung £f: (Xz,d‘) » IR ist Lipschitz-

stetig, aber nicht notwendig nicht-expansiv.

(4) Seien S' = {(x,y) € R2Ix% + y2 = 1} und K = ((x,y) € R Ix2+y°<1}.

Dann existiert keine nicht-expansive Abbildung f: X - gl mit

£(x,y) = (x,y) fir alle (x,y) € S'.

2.2 AQUIVALENTE METRIKEN, ISOMORPHISMEN

2.2.1 DEFINITION

(1) Eine bijektive Abbildung f: X - X' heiBt
(i) eine Isometaie oder ein metrischen Isomoaphismus, wenn fir
X € Xund v € X stets d(x,y) = d'(£(x),£(y)) gilg,

P4

(ii) ein undiformen Isomorphiswus, wenn sowohl f: X - X' als auch
f-1: X' - X gleichmdBig stetig sind,
(iii) ein Homdomonphismus oder topolegischer lsomorphismus, wenn

1

sowohl f: X » X' als auch £ ': X' - X stetig sind.

Ein lsomoaphismus wird auch als Isomoaphie bezeichnet.

(2) 2wei metrische Rdume X und X' heiBen metndisch (undform, topolo-
gisch) {scmenph, wenn es einen metrischen (uniformen, topologischen)

Isomorphismus f£f: X - X' gibt.

(3) Zwei Metriken d und d' auf einer Menge X heiBen undifoam (bzw. Zo-
pologisch) dquivalent, wenn die Identitdt id,: (X,d) - (X,d'), xp> X,

ein uniformer (bzw. topologischer) Isomorphismus ist.

2.2,2 SATZ

(1) Jede Tsometnie £s8% edn uniformer Tsomorphismus und jeder unifoame
Isomermphismus ein Homlomanphismus.

(2) Fin jeden metnischen Raum X 4% idy: X - X edne metrische Tsomon-
phie. .

(3) 18% £: X » X' edine metnische [unifonme, topologische) Tsomorphie,
s0 auch £77; X' - X.

(4) Sind £: X » X' und g: X' =~ metnische (undfoame, topologdsche)

.

X"
lsomonphien, sv auch g = £: X - X"

Beweis:
(1) Sei £f: X - X' ein metrischer Isomorphismus.
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Mit r := 1 gilt fiir x,y € X stets: @' (£(x).f(y)) £ r - d(x,y). £ ist
also nach 2.1.7(1) gleichmédBig stetig. Ebenso gilt fiir x',y' € X'

stets:

1

ate Yk, £ (v") !

a (s ), £y
a'{x',y"),
und £7) ist daher nach 2.1.7(1) ebenfalls gleichmdBig stetig.

Ist £ ein uniformer Isomorphismus, so ist f ein HomSomorphismus nach
2.1.7(2).

(2) trivial.

(3) ist klar wegen (f_1)-1 = f.

(4) Seien f,g metrische Isomorphien. Dann gilt fiir

X,y € X stets: d(x,y) = 4" (£(x),£(y))

a'(g(f(x)),gle(y))),

und g + £ ist bijektiv,
Sind f,g uniforme (topologische) Isomorphien, so ist auch g - f eine

1 1. -1

uniforme (topologische) Isomorphie wegen 2.1.7(3) und (gef) '=f 'sg .

2.2.3 FOLGERUNG
(1) Die metrnische (unifeorme, topologische) Isomonphie ist eine Aqui-

valenzhelation auf dern Gesamithedit allen metnischen Rdume.

(2) Fir jede Menge X 48t die durch 2.2.1(3) gegebene unifcrme [topo-
Legische) Aquivafenz eine Aquivalenzrelalion auf den Menge aflen Me-
thiken auf X.

2.2.4 BEMERKUNG

Die Unterschiede zwischen metrisch isomorphen Rdumen sind fiir den Ma-
thematiker irrelevant. Uniform isomorphe Riume haben immer noch so
viele Eigenschaften gemeinsam, daB wir sie als "im wesentlichen gleich"
behandeln werden. Fiir sehr viele Betrachtungen sind selbst die Unter-
schiede zwischen topologisch isomorphen Rdumen unerheblich. Bevor wir
uns Beispielen zuwenden, soll in den ndchsten beiden Sitzen deutlich

gemacht werden, um welche Eigenschaften es sich dabei handelt.

2.2.5 SATZ

Sind @ und d' Metriken auf einen Menge X. s0 sind dquivalent:

(a) d und d' adind uniform dquivalent.

(b) Je :zwed Tedlfmengen von X sind genau dann benachbart bzglf. &, wenn
s.ie benachbart bzgf. d' sind.

(c) Je zwedi Folgen in X sind genau dann benachbart bzgl. d, wenn sie
benachbant bzgf. d' sind.
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(d) Eine Teifmenge von X L&t genau dann gleichmdBige Umgebung von ei-
nei Menge bzgf. d, wenn sie gleichmdBige Umgebung diesen Menge bzgf.
d' <st.

Beweis:

Der Satz folgt unmittelbar aus 2.1.6 und 2.2.1(3).

2.2.6 SATZ

Sind 4 und d' Metrniken auf einern Menge X, s0 sind dquivalent:

(a) d und @' &sind topologisch dgquivalent.

(b) Edine Teilmenge von X £&t genau dann abgeschfossen bzgl. d, wenn
sie abgeschlossen bzgl. @' 4ist.

(c) Eine Teilmenge von X {at genau dann offen bzgl. d, wenn 8ie offen
bzgl. d' 4Ls¢t.

(d) Ein Punkt von X {8t genau dann Beadhapunkit einen Teilmenge von X
bzgf. a4, wenn ex Beadhrpunkt diesen Menge bzgl. d' 4st.

(e) Edine Tedilmenge von X 441 genau dann lUmgebung eines Punkites von X
bzgl. d, wenn sie Umgebung dieses Punktes bzgl. d' Lst,

(f) Eine Folge in X konvergient genau dann gegen edinen Punkt bzgl. 4,
wenn sie bzgl., d' gegen diesen Punkil konvenrgiert.

Bewelis:
Der Satz folgt mit 2.2.1(3) unmittelbar aus 2.1.2 und 2.1.4.

2.2.7 BEMERKUNG

Eigenschaften von metrischen Rdumen, Teilmengen von metrischen Rdumen,

Folgen in metrischen R&umen usf., die unter metrischen (uniformen,
topologischen) Isomorphismen erhalten bleiben, heiBen metaische (und-
§onme, topologische) Edlgenschaften. Jede topologische Eigenschaft ist
uniform, jede uniforme Eigenschaft ist metrisch. Die Eigenschaften
"offen, abgeschlossen, Berlihrpunkt, Umgebung, offener Kern, abge-
schlossene Hiille, Grenzwert, Verdichtungspunkt" sind sdmtlich topo-
logische Eigenschaften. Ferner: Die Eigenschaften "benachbarte Mengen,
benachbarte Folgen, gleichmdfige Umgebung" sind uniforme Eigenschaf-
ten, die - wie wir sehen werden - nicht topologisch sind. Die Eigen-
schaften "Abstand zweier Punkte, Abstand zweier Mengen, offene Kugel"

sind metrisch, aber nicht uniform.

2.2.8 SAT?Z
Sind d und d' Metndiken auf X und gilt:
Jr > 0 35 > O ¥Yx € X Vy € X r -+« d(x,y) <d'(x,y}) £ s « d(x,y), 40
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sind & und d' undiform dquivalent.

Beweis:
Satz 2.1.7(1).

2.2.9 BEISPIELE (Aquivalenz von Metniken)

(1) Auf I = [0,1] sind die durch d(x,y) = Ix~-yl und d'(x,y) = Ixz-yzl
definierten Metriken uniform &quivalent (warum ?), aber die Bedingung
von Satz 2.2.8 ist nicht erfdllt, demn es gilt d(0,1) = n-a'(0,1).

(2) Die Metriken d,d, und dg auf R"sind
(i) fiir n = 1 identisch,
(ii) fir n > 1 paarweise verschieden, aber uniform &Hquivalent,
denn es gilt fiir alle x € R", y € R :
1
7 dgix,y) < dM(x,y) < dE(x,y) < ds(x,y}.

(3) Auf R" sind die diskrete Metrik dD und die Euklidische Metrik dE
nicht topologisch &quivalent.

(4) Auf der Menge Bf' = {r € RIr 2 0} sind die durch d(x,y) = Ix - yl

und d'(x,y) = Ixz-y2

| definierten Metriken topologisch &dquivalent,
aber nicht uniform dquivalent. Die Folgen (n) und (n + %) sind benach-
bart bzgl. d, aber nicht bzgl. d'. Die Eigenschaft zweier Folgen, be-

nachbart zu sein, ist also keine topologische Eigenschaft.

(5) Ist d eine Metrik auf X und r eine positive reelle 2ahl, so sind
die durch 4'(x,y) = r-d(x,y) und d"(x,y) = min {d(x,y).,r} definierten
Metriken uniform &quivalent zu d. Ersteres besagt, daB die uniformen
und damit auch die topologischen Eigenschaften eines metrischen Rau-
mes unabhdngig sind von der Wahl der MaBeinheiten, mit der man Ab-
stdnde miBt. Letzteres besagt, daB8 jede Metrik zu einer beschrinkten
Metrik uniform dquivalent ist.

(6) Sind (x1'd1)""'(xn’dn) metrische Riume, so sind die durch
dE((x1,...,xn),(y1,....yn))

2 2
= Vi, (xyoy 0% s d ko y ) 2,
ds((xl"”’xn)’(y1""’yn))
= d1(x1,y1) Fo.et dn(xn,yn) und
Ay xqreee X )i (yqeeeryl))
= max (d1(x1,y1),...,dn(xn.yn)]

definierten Metriken auf der Menge X x...xX paarweise uniform dqui-
valent, denn es gilt fiir alle x € X1X...xxn, y € X1x...xxn:

1

5 dg(x,y) s dyix,y) < dp(x,y) s dgix,y).
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Da die von uns untersuchten Metriken auf IR" offenbar Spezialfédlle der
hier eingefiihrten Metriken sind, bezeichnen wir letztere auch als die
Euhlidische Metnik dE' die Summen-Metadik ds und die Maximum-Metrik dM
auf dem Produkt X ;x...xX . Als ein undiformes Produkt der Réume
(Xl'd1)""’(xn’dn) bezeichnet man jeden metrischen Raum (X1x...xxn,d),
fiir den d zu einer (und somit zu allen) der Metriken dE’ dS und dM

uniform dquivalent ist.

2.2.10 BEISPIELE (Isomorphie von metndischen Rdumen)
(1) Sind r und s reelle Zahlen mit r < s, so induziert x b r+(s-r)x

uniforme Isomorphismen zwischen den folgenden Teilrdumen von R :
(i) (0,11 - [r,s]
(ii) [0,1[ - [z,sl
(iii) Jo,1] - Jxr,s])
(iv)y lo,1l - Jr,si
Diese Isomorphismen sind metrische Isomorphismen genau dann, wenn

s - r =1 gilt., Andernfalls gibt es keine metrischen Isomorphismen

zwischen den entsprechenden Rdumen,

(2) Durch x b (-x) wird ein metrischer Isomorphismus [0,1[ - ]-1,0]

induziert.
(3) Durch x b tan x wird ein Homomorphismus ]-%,+%[ -+ IR induziert.

(4) purch x b e* wird ein Homdomorphismus IR - {r € RIr > 0} indu-

ziert.

(5) Die Rdume [0,1] und ]JO,1[ siné nicht topologisch isomorph. Wire

némlich f: [0,1] - ]0,1[ ein Homdomorphismus, so hitte die Folge

(£ ( )) bekanntlich einen Verdichtungspunkt x in [0,1] und somit wé-
re f(x) ein Verdlchtungspunkt der Folge ( ) in ]JO,1[, was nicht még-
lich ist, da die Folge ( o) keinen Verdlchtungspunkt in JO,1[ hat.
Genauso zeigt man, daBs auch die Rdume [0,1] und ]10,1] nicht topolo-

gisch isomorph (= homSomorph) sind.

(6) Die Réume [O,1[ und ])O,1[ sind nicht topologisch isomorph. Wire
ndmlich f: [0,1[ - ]O,1[ ein Homdomorphismus, so gdbe es Punkte

a€ 10,1 und b € 10,1 mit a < £{0) < b. Sei r = £ '(a) und

s = £ (b).

Fall 1: r < s. Die Einschrdnkung £: [r,s] - ]0,1[ von f ist eine ste-
tige Abbildung mit £(r) = a < £(0) <b = f(s). Es gibt aber wegen der
Bijektivitst von f kein x € [r,s] mit £(x) = £(0) im Widerspruch zum

Zwischenwertsatz der Analysis.
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Fall 2: s < r fiihrt analog zu einem Widerspruch. Spédter, wenn wir die
geeigneten Begriffe bereitgestellt haben, werden wir einen viel kiir-
zeren und einfacheren Beweis geben.

(7) Fiir n #+ m sind die metrischen Rdume EEP und ggn nicht metrisch iso-
morph. Das folgt unmittelbar aus der Beobachtung (Beweis ?), das 15?
einen diskreten Teilraum mit n + 1 Elementen, aber keinen diskreten
Teilraum mit mehr als n + 1 Elementen besitzt. Die Tatsache, da8 die
metrischen Rdume ;3? und EET fiir n + m auch nicht topologisch isomorph

sind (Brouwers Satz von der Invarianz der Dimension), ist (fir

Min {n,m} > 1) erheblich schwerer zu beweisen. (Vergl. 5.1.25(3).)

2.2.11 BEMERKUNG

(1) Sind r und s reelle Zahlen mit r < s, so sind die Ridume I = [0,1]

und [r,s] nach 2.2.10(1) uniform isomorph. Da wir in der Regel nur an
uniformen Eigenschaften interessiert sind, werden wir uns die Frei-
heit nehmen, immer dann, wenn es die Betrachtung erleichtert, den
Raum I durch einen geeigneten Raum [r,s] zu ersetzen. Entsprechend
werden wir mit )O,1[ und Jr,s[ verfahren.

(2) Die Rdume ]JO,1[, {r € Rir > 0} und R sind, wie wir in 2.2.10 ge-
sehen haben, paarweise topologisch isomorph. Sind wir nur an topolo-
gischen Eigenschaften interessiert, so werden wir - analog wie oben -
immer dann, wenn es die Betrachtungen erleichtert, den Raum R durch

]0,1[ oder {r € IRir > 0} oder einen Raum der Form lr,sl ersetzen.

Sind wir hingegen an uniformen Eigenschaften interessiert, die nicht
topologisch sind, so diirfen wir keine dieser Ersetzungen vornehmen.
Keine zwei der Rdume IR, JO,1[ und {r € R ixr > O} sind ndmiich uni-

form isomorph. Das werden wir flir ]JO,1[ und R in 2.3.8 beweisen. Ei-
nen einfacheren Beweis dafiir, daB keine zwei der R&ume ]O,1[, IR und

fr € R|lr > 0} uniform isomorph sind, werden wir im ndchsten Paragra-

phen geben, nachdem der Begriff der Cauchy-Folge als geeignetes Hilfs-
mittel bereitgestellt worden ist.

2.2.12 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) Je zwei Metriken auf einer endlichen Menge X sind uniform &dquiva-
lent.

(2) Sei dg die durch dE(x,y) = |x - yl| definierte Euklidische Metrik
auf X = [0,1], und sei d eine zu dE topologisch &quivalente Metrik
auf [0,1]. Dann sind dE und d uniform dgquivalent.
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(3) sei dE die durch dE(x,y) = |Xx - yl definierte Euklidische Metrik
auf X = ]0,1[. Finden Sie eine zu dE topologisch dquivalente Metrik 4
auf 10,1{, die zu dE nicht uniform dquivalent ist.

(4) Auf N wird durch d(x,y) = Iy - %1 eine zur diskreten Metrik topo-

logisch aber nicht uniform &dquivalente Metrik definiert.

(5) Folgende Aussagen sind &quivalent:

(a) 4 ist uniform dquivalent zur diskreten Metrik auf X

(b) (X,d) ist zu einem diskreten metrischen Raum uniform isomorph

(c) fir jeden metrischen Raum X' ist jede Abbildung f: (X,d) - X'
gleichmdBig stetig

(d) disjunkte Teilmengen von X sird nicht benachbart in (X,d)

(e) Inf (d(x,y) | x € Xund y € X und x + y} > O,

(6) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) d ist topologisch &dgquivalent zur diskreten Metrik auf X

(b) (X,d) ist zu einem diskreten metrischen Raum topologisch isomorph

(c) fiir jeden metrischen Raum X' ist jede Abbildung f: (X,d) - X'
stetig

(d) (X,d) erfiillt eine (und somit jede) der Bedingungen von 1.3.22(4).

2.2.13 AUFGABEN
Konstruieren Sie je eine Abbildung f: R -+ IR, so das

(1) £ ein metrischer Isomorphismus, aber nicht die Identitdt ist,
(2) £ ein uniformer, aber kein metrischer Isomorphismus ist,

(3) £ ein topologischer, aber kein uniformer Isomorphismus ist.

2.3 FORTSETZUNG (GLEICHMASSIG) STETIGER ABBILDUNGEN NACH
[0,1], ]JO,1[ UND R
Sind X und X' metrische Rdume, ist A ein Teilraum von X und ist

f: A - X' eine (gleichmiBig) stetige Abbildung, so wollen wir die Fra-
ge, ob sich f zu einer (gleichmdBig) stetigen Abbildung g:X - X' fort-
setzen ld8t (d.h.glp = f), kurz als das Fortsetzbarkeitsproblem be-
zeichnen. Dieses Problem ist aus zweierlei Griinden interessant:

(1) Viele Begriffe und S3tze der Analysis bzw. der Topologie lassen
sich auf folgende Form bringen: Unter gewissen Voraussetzungen an X,
X', A und f ist das Fortsetzbarkeitsproblem l&sbar (bzw. nicht 1&s-
bar). Das werden wir in 2.3.1 am Beispiel des 2Zwischenwertsatzes der
Analysis ndher erklédren.

(2) WeiB man, daB zwischen zwei metrischen Riumen "hinreichend viele"

{(gleichmiBig) stetige Abbildungen existieren, so ist man h&ufig in
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der Lage, aus der Kenntnis der Struktur des einen Raumes wichtige
Kenntnisse iiber die Struktur des anderen Raumes zu gewinnen. Insbeson-
dere werden wir in Paragraph 7 zeigen, daf jeder metrische Raum X,

fir den "hinreichend viele" (gleichmifig) stetige Abbildungen in ei-
nen der Riume IR, [0,1], (0,1} bzw, N existieren, uniform bzw. topo-
logisch isomorph ist zu einem Raum, der vermdge besonders einfacher
und Ubersichtlicher Konstruktionen aus IR, [0,1], {0,1} bzw. IN gewon-
nen werden kann. WeiB man nun, daB sich fiir hinreichend viele Teilriu-
me A von X das Fortsetzbarkeitsproblem l&sen 14Bt, so erhdlt man "hin-
reichend viele"” (gleichm&Big) stetige Abbildungen X - X':; denn fir
"kleine" Teilrdume von X gibt es i. allg. sehr viele (gleichmiBig)
stetige Abbildungen nach X', z.B. ist jede Abbildung von einem end-
lichen Teilraum von X nach X' gleichmdBig stetig (vergl. Aufgabe
2.1.15(2)).

In diesem Paragraphen werden wir das Fortsetzbarkeitsproblem unter
folgenden Einschrénkungen vollstindig l&sen:

(1) A ist ein abgeschlossener Teilraum von X (d.h. A ist eine abge-
schlossene Teilmenge von X, und A ist der zugehdrige Teilraum).

(2) X' ist einer der Riume [0,1], 10,1[ bzw. R.

Diese Ergebnisse gehen auf H. Tietze und P. Urysohn zuriick (Tietze-
Urysohnsche Fortsetzbarkeitssdtze)

2.3.1 BEISPIELE
(1) Der Zwischenwertsatz der Analysis 148t sich folgendermaBen formu-

lieren: Sind a,b,c,d,e reelle Zahlen mit a < b und ¢ < d < e (oder

e <d < ¢), so 148t sich die durch f(a) = ¢ und f(b) = e definierte
stetige Abbildung f: {a,b} - IR\{d] nicht zu einer stetigen Abbildung
g: [a,b] » IR\ {d} fortsetzen.

(2) Bezeichnet man die Menge aller Punkte des nz“+1, deren Abstand vom

Nullpunkt gleich 1 ist, mit s, so 138t sich die durch x b+ x definier-
te gleichmdBig stetige Abbildung §E - §2 nicht zu einer stetigen Ab-
bildung 552:1 - §2 fortsetzen. Dieser Satz, der flir n = O sofort aus
dem Zwischenwertsatz folgt und dessen Beweis fiir n = 1 den Rahmen die-
ses Kurses sprengen wiirde, gehdrt zu den bemerkenswertesten SHdtzen der

Topologie mit Anwendung in den verschiedensten Zweigen der Mathematik.

(3) Jede Abbildung f: Z - IR ist stetig und 14Bt sich zu einer ste-
tigen Abbildung g: R - R fortsetzen. Bezeichnet man flir jedes x € IR
mit n, diejenige ganze zahl, fiir die n, £ x < nx+1 gilt, so wird durch

g(x} = (n+1-x) « f(n ) + {x-n,) - f(n,+1) eine stetige Fortsetzung



- 44 -

g: R » IR von £ definiert:

£(-2)=g(-2)

_3/-2\1/ 1 3 R
£{1)=g(1)

Mit demselben Verfahren 143t sich zeigen, daB8 fiir jede abgeschlossene

Teilmenge A von R Jjede stetige Abtbildung f: A - IR zu einer stetigen
Abbildung g: IR - IR fortgesetzt werden kann. Dem Leser sei empfohlen,
die Konstruktion von g und den Nachweis der Stetigkeit von g selbst

durchzufiihren. Wir werden in diesem Paragraphen einen sehr viel allge-
meineren Satz (allerdings mit einem komplizierteren Verfahren) bewei-

sen.

(4) Jede Abbildung f: Z - IR ist gleichméBig stetig. Aber die durch
£(x) = x2 definierte Abbildung f: Z - IR 1l&8t sich nicht zu einer
gleichmiBig stetigen Abbildung g: IR -+ IR fortsetzen. Ist ndmlich g
eine Fortsetzung von f, so gilt g(n+1) - g(n) = (n+1)2 - n2 = 2n + 1
fiir jedes n € IN . Hieraus folgt durch Teilung von [n,n+1] in 2n + 1
gleich lange Intervalle, daB Punkte x und y_ in [n,n+1] mit

Ixn—yn| = 73%7 und Ig(xn) - g(yn)l > 1 existieren. So gebildete Fol-
gen (xn) und (yn) sind benachbart in R (vgl. 1.3.12), aber (g(xn))
und (g(y,)) sind nicht benachbart in IR . Also ist g: R - R nicht

gleichmdBig stetig.

Nach diesen negativen Antworten auf das Fortsetzbarkeitsproblem wen-
den wir uns den positiven Resultaten zu. 2undchst folgende Frage: Sei
A eine Teilmenge von X, und sei X ein Punkt von X mit x € clA; ist
dann die durch f(x) = 1 und f(a) = O fiir alle a € A definierte gleich-
méfig stetige Abbildung von dem durch A U {x} bestimmten Teilraum von
X nach IR fortsetzbar zu einer gleichmdfig stetigen Abbildung X -~ R?
Folgender Satz liefert eine konstruktive positive Antwort:

2.3.2 SATZ
Fiin jede nichit-fLeene Teilmenge A von X 461 die dunch £(x) = dist(x,A)
definiente Abbifdung £: X - R gleichmdBig stetdig.

Beweis:
Fir alle x € X, y € X, a € A gilt
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dist(x,A) < d(x,a) € d(x,y) + d(y,a), also

dist(x,A) - d(x,y) < d(y.,a), also dist(x,A) - d(x,y) < dist(y,a),
also £(x) - f(y) € d(x,y). Analog folgt f(y) - f(x) < d(y,x),

also dp(£(x),f(y)) = If(x) - £(y)| < d(x,y). Somit ist f gleichmiBig
stetig (vgl. 2.1.7(1)).

Sind A und B nicht-leere, disjunkte Teilmengen von X,
0, falls x € A
1, falls x € B
A U B bestimmten Teilraum von X nach [0,1] definiert. Hat diese Abbil-

so wird durch x |- [ eine Abbildung von dem durch

dung eine stetige (bzw. gleichméfig stetige) Fortsetzung f: X - [0,1],
so gilt clA N ¢l1B = ¢ (bzw. A und B sind nicht benachbart), was Sie
selbst zeigen sollten. Der ndchste Satz zeigt, daB diese notwendigen
Bedingungen auch hinreichend fiir die (gleichmifig) stetige Fortsetz-
barkeit sind. Der Beweis ist wieder konstruktiv,

2.3.3 SATZ (Unysohnsches Lemma {dr metrnische Rdume)
Sind A und B nicht-Leere Teilmengen von X mit cla NclB = @, 40 wird

dist(x,A)
dist(x,A)+dist(x,B)

defindient. Diese Abbifdung {4%f genau dann gleichmdfig stetig, wenn A

dunch £(x) =

eine stetige Abbifdung f: X » [0,1]

und B nicht benachbant sind.

Beweis:

(1) Die durch g(x) = dist(x,A) und h(x) = dist(x,B} definierten Ab-
bildungen g,h: X - IR sind nach 2.3.2 stetig. Also ist auch

g + h: X - IR stetig. Wegen clA N clB = @ gilt O ¢ k[X]. Also ist
- IR stetig. Wegen %[X] c [0,1] ist die induzierte Abbildung

k:=
2.
k
f: - [0,1] ebenfalls stetig.

p.¢
X

(2} Ist £ gleichm&Big stetig, so sind A und B nicht benachbart in X,
denn andernfalls miiBten £[A] = (0} und f[(B)] = {1} benachbart in [0,1]

sein, was offenbar nicht der Fall ist.

(3) Sei dist(A,B) = r > O. Dann gilt (mit obigen Bezeichnungen) fir

alle x € X sowohl g(x) < 1 als auch k(x) 2 r, also L L

00 VIE3) < - Da die

Abbildungen g: X - R und k: X - R gleichmdfig stetig sind, gibt es

zu jedem € > O ein & > O, so daB aus d(x,y) < & sowohl
lg(x) - g{y)! < 555 als auch lk(x) - k(y) | < E%E folgt. Somit folgt
aus d(x,y) < & stets

g(x) _gly)| - 1gtx) - k(y) - k(x) * gy}l
k(x) k() k({x) - ki(y)

< Jg(x) - k(y) - gix) - k{x)l+lg{x) - ki{x) - kix) - gly)!
= k(x) « k(y)

1£(x)-£(y) |
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g(x} (Ik(y) - k{x)1

lg(x) = gly)i,
k(x) * )

k(y) k (y)
r-€ r«g
< .(.L.{..i.
r

) = €.

Also ist f: X ~» [0,1] gleichm&B8ig stetig.

Mit obigem Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel zur LOsung des Fortsetz-
barkeitsproblems bereitgestellt. Das andere Hilfsmittel liefert der
folgende, in speziellerer Form bereits aus der Analysis bekannte,

nlitzliche Satz:

2,3.4 SATZ

Konvengient eine Folge (fn) (gleichmdBig) setigen Abbildungen

f2 X~ [0,1] gleichmidBig gegen edine Funktdion £ (d.h. es gilt

ve >0 3m vnzm vx € X If (x) - £(x)] <), 40 £8% £: X = [0,1]
(gleichmdBig) stetig.

Beweis:
Wir beweisen den '"gleichmédBig stetigen Teil" der Aussage; der andere
verlduft v&8llig analog. Sei € > O. Dann gibt es ein n € IN, so da8

fiir alle x € X gilt lfn(x) - £(x)1 <

gibt es ein & > 0, so daB aus d(x,y) < 6 stets |fn(x) - fn(y)l < %

%. Da fn gleichmdgig stetig ist,

folgt. Somit folgt aus d(x,y) < &6 stets
TE(x) - £(y)I € 1£(x) - fn(x)l + Ifn(x) - fn(y)l + Ifn(y) - f(y)l < g,

2.3.5 THEOREM |(Fortsetzbankeditstheorem {in [0,1])

1at A ein abgeschlossenern Teilnaum vor X, sc¢ LiBL sich jede lgleich-
mipig| stetige Abbildung £: A - [0,1] zu ediner {gledichmiBig) astetigen
Abbildung g: X - [0,1] foatsetzen.

Beweis:
Da die Beweise fiir den stetigen und den gleichmdB8ig stetigen Fall
vollig analog verlaufen, beschrédnken wir uns auf den gleichmdBig ste-

tigen Fall. Da die metrischen R&ume [-1,+1) und [0,1] uniform isomorph

sind, k&nnen wir den Satz mit [-1,+1] anstelle von [0,1] beweisen, was
etwas bequemer ist. Sei also f£f: A = [-1,+1] gleichmdfiig stetig. Durch
Induktion definieren wir jetzt Folgen (fn: A~ [—(%)n, (%)n]) und

_Zn—1 2n-1
- [ o n ])gleichméeig stetiger Abbildungen.
3 3

(g, X

-1 -1
Induktionsanfang: A1 = f~[[-1,-%]] und B1 = f [L%,1i] sind nicht be-

nachbart. Also existiert nach 2.3.3 eine gleichmdfig stetige Abbil-

dung 9,3 X - [-%,+%] mit g1(a) = -% fiir alle a € A, und g1(b) = % fir

1
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alle b € B, (z.B. g, (x) = 2 @ist(x,A,)- (dist (x,A;)+dist(x,B;)) - 7).
Dann wird durch f1(x) = f£(x) - g1(x) eine gleichmdfig stetige Abbil-
dung f1: A - [—%,+§] definiert.

InduktionsschluB: Seien fn und 9, definiert. Dann sind

_ e~V ¢y ,2n _1 .2'n _ V1,1, /2n 2'n :
A=t (-7 —5+($" ) und B, =f ([3 - (§),(3)° D nicht
benachbart. Also existiert nach 2.3.3 eine gleichmédfig stetige Abbil-

2!1 2n n
dung et X —;E:T’ ;E?T] mit gn+1(a) - ;H:T fir a € A, und
20 T
gn+1(b) Tl fir b € Bn+1 {(z.B.
3 n

g . 0 = (O™ dist(x,A_ ) (dist(x,A_, )+dist(x,B_ .)) - =)

n+1 3 "n+1 " n+1 "n+1 3n+1 :
Folglich wird durch fn+1(x) = fn(x) - gn+1(x) eine gleichmdBfig stetige

2. n+1 2, n+1

Abblldung £ H é - [-(j) 7 (3)

nelt ] definiert. Somit sind die ge-

winschten Folgen (fn) und (gn) konstruiert. Fir jedes n sei

h : X - [0,1] definiert durch hpy(x) = g, (x) +...+ g, (x). Da

n
1 ,2.n-1 ®

lg 1 s 3+ (3) Hn!

fir jedes x € X gilt und die Rethe I ++($)"" ge-
n=1
gen 1 konvergiert, konvergiert die Folge (h_) gleichmidfig gegen eine

n
Funktion g: X -» [-1,+1]. Nach 2.3.4 ist g: X - [-1,1] gleichmidBig ste-
n

tig. Ferner gilt fiir jedes x € A und jedes € N
f(x) = g1(x) + f1(x) = g1(x) + gz(x) + fz(x) = .., = hn(x) + fn(x)
und folglich (£ (x) - hn(x)l = Ifn(x)l < (%)n. Somit konvergiert fir

jedes x € A die Folge hn(x) gegen f(x) und gegen g(x), woraus f(x) =
g(x) folgt. Somit ist g Fortsetzung von f.

2.3.6 THEOREM (Fontsetzbarkeditstheonem 4in ]O,11)

18t A ein abgeschlossener Teifraum von X, s0 CdBt sdich jede [gleich-
miBig) stetige Abbifdung f: A - JO,1[ zu einer (gledichmdBig) stetigen
Abbifdung g: X - ]O,1[ fortsetzen.

Beweis:

Da die metrischen Riume ]-1,+1( und 10,1[ uniform isomorph sind, k&n-

nen wir diesen Satz mit ]1-1,1[ anstelle von ]JO,1[ beweisen, was etwas
bequemer ist. Den stetigen (1) und den gleichmdBig stetigen (2) Fall
werden wir getrennt behandeln. Da fiir A = ¢ die Aussagen trivial sind,
beschrdnken wir uns im Beweis auf den Fall A * @.

(1) Sei £: A » )-1,1[ stetig. Nach dem Fortsetzbarkeitstheorem fir
[0,1]) 2.3.5 existiert eine stetige Fortsetzung h: X - [-1,1} von f,
aber h(Xx] liegt i. allg. nicht in ]-1,1[.
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In diesem Fall ist die abgeschlossene Menge B = h—1[{—1,1]] nicht-leer
und zu A disjunkt. Nach dem Urysohnschen Lemma existiert eine stetige
Abbildung k: X -» [0,1] mit k(a) = 1 flir alle a € A und k(b) = O fir
alle b € B (z.B. k(x) = dist(x,B) . (dist(x,A) + dist(x,B))—1). Also
ist die durch g(x) = h(x) - k(x) definierte Abbildung g: X - ]-1,1[

eine stetige Fortsetzung von f.

(2) sei £f: A » 1-1,1{ gleichmdBig stetig. Wie oben existiert eine
gleichmdBig stetige Fortsetzung h: X - [-1,+1] von f, aber h[X] liegt
i. allg. nicht in )-1,1[. Durch Nachrechnen erkennt man jedoch, das
die durch

max {O,h(x) - dist(x,A)}, falls h(x) 0
9() = | min (0,h(x) + dist(x,A)}, falls h(x) < O
definierte Abbildung g: X - ]-1,1[ eine gleichmdfig stetige Fortset-

[\

zung von f ist.

2.3.7 THEOREM (Fortsetzbarkeditstheornem fin IR )

182 A ein abgeschlossenen Teilnaum von X, s0 £dBi sdich jede stetige
Abbifdung f: A » R zu edner stetigen Abbifdung g: X » R fortsetzen.
Ein entsprechenden Satz §in gleichmdBig stetige Abbifdungen gili nicht.

Beweis:

Da ]JO,1[ und R topologisch isomorph sind, folgt die stetige Fortsetz-
barkeit stetiger Abbildungen nach IR aus dem vorangegangenen Satz
2.3.6. DaB gleichmdBig stetige Abbildungen nach R i. allqg. keine
gleichmdBig stetige Fortsetzung haben, wurde bereits in Beispiel
2.3.1(4) gezeigt.

2.3.8 FOLGERUNG
Die Rdume JO,1[ und R sind nicht uniform isomorph.

Beweis:

Wire h: IR » ]0,1[ ein uniformer Isomorphismus, und ist f: Z - IR
die durch f(x) = x2 definierte gleichmidfig stetige Abbildung, so gdbe
es nach 2.3.6 eine gleichmifig stetige Fortsetzung k: R - J0,1[ wvon

h e £f: Z - ]0,1[, woraus folgte, daR no!

e kK: R - IR eine gleich-
mdfig stetige Fortsetzung von f widre, was nach 2.3.1(4) nicht m8glich

ist,

2.3.9 BEMERKUNG
In bezug auf das Fortsetzbarkeitsproblem fiir Abbildungen nach IR ver-

halten sich die stetigen Abbildungen angenehmer als die gleichmifig
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stetigen. Andererseits kann man im Fortsetzbarkeitstheorem fiir gleich-
mdBig stetige Abbildungen nach [0,1] die Abgeschlossenheit von A -fal-
len lassen, wie wir im néchsten Paragraphen sehen werden. Das ist fiir
stetige Abbildungen nicht méglich, wie die durch f(x) = % definierte
stetige Abbildung f: R\ {0} - IR zeigt, die sich offenbar nicht stetig
auf R fortsetzen ldBt. Hier verhalten sich also die gleichmdfiig ste-
tigen Abbildungen angenehmer.

2.3.10 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) Jede Abbildung f: A - IR von eiher nichtleeren endlichen Teilmen-
ge A von R 148t sich zu einer gleichm#Big stetigen Abbildung

g: R » R fortsetzen.

(2) Eine Abbildung f: Z -+ R 138t sich genau dann zu einer gleich-
méBig stetigen Abbildung g: R - R fortsetzen, wenn die Menge
{f(n+1) - f(n)In € Z} beschridnkt ist.

(3) Ist £: A » [1,2] eine stetige Abbildung von einem abgeschlossenen
Teilraum A von X mit 1 = Inf f[A] und 2 = Sup £[A), so wird durch

f(x) , falls x € A

g(x) = 1
dist(x,A)
eine stetige Fortsetzung g: X - [1,2] von f definiert.

Inf {f(a)-d(x,a) | a € A}, falls x € X\A

(4) Ist A eine Teilmenge von X mit Inf {d(a,b)la € A,b € A und as+b}>0,
so laBt sich jede (beschrdnkte) Abbildung f: A - IR zu einer (gleich-
mdfig) stetigen Abbildung g: X » R fortsetzen.

(5) Ist A eine Teilmenge von X, so da3 jede in X konvergierende
Folge von A fast-konstant ist, so l&8- sich jede Abbildung f: A - IR
fortsetzen. Zeigen Sie, daB es nicht ausreicht zu verlangen, daB je-

de in A konvergierende Folge fast-konstant ist.

(6) Je zwei disjunkte abgeschlossene Yengen in X haben disjunkte Um-

gebungen in X.






