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§ 1 MeTrRiscHE RAUME., GRUNDBEGRIFFE UND BEISPIELE

STUDIERHINWEISE 2U § 1

Der § 1 sollte fir Sie im wesentlichen wiedernolenden Charakter haben.
Wichtig und z.T. neu sind allerdings die Beispiele 1.1.2-6. Studieren
Sie diese sehr sorgfidltig. Insbesondere sollten Sie sich die in 1.2 und
1.3 definierten Begriffe nicht nur anhand der Ihnen aus der Analysis
bekannten metrischen R&ume IR, ;&2, ;33, etc. veranschaulichen, sondern
anhand jedes der beschriebenen Beispiele.

Eine souverdne Handhabung der Begriffe und Ergebnisse von § 1 ist fir
das Verstdndnis der weiteren §§ unbedingt erforderlich. Legen Sie § 1
also nicht allzu rasch als "bekannt" zur Seite. Keiner der Beweise
sollte Thnen Schwierigkeiten bereiten, ausgenommen der von Satz 1.3.18,
den Sie ruhig mehrmals durcharbeiten sollten. Der Satz 1.3.18 selbst
erscheint vielleicht zundchst etwas merkwiirdig. Er wird Ihnen aber spi-
ter die Arbeit erheblich erleichtern, da er es gestattet, den Begriff
der benachbarten Folgen auf den einfachen und besonders anschaulichen
Begriff der benachbarten Mengen zuriickzufiihren.

1.0 EINFUHRUNG

Beim Studium der Analysis wird Ihnen aufgefallen sein, da8 Ihnen Be-

griffe wie "Hdufungspunkt einer Menge", "abgeschlossene Menge", "Grenz-
wert einer Folge", usw. an zwei Stellen begegnen, n3mlich (i) bei der
Topologie von IR und (ii) bei der Topologie von ;5?. Ihnen wird ferner
aufgefallen sein, daB in den F&dllen (i) und (ii) ganz analoge Sitze
gelten und dariiber hinaus die Beweise zu den Sdtzen ganz analog ver-
liefen. Das ist kein Zufall. Wie wir in diesem Kapitel sehen werden,
lassen sich flir jeden metrischen Raum, d.h. fir jede Menge, fiir die in
sinnvoller Weise ein Abstand zwischen je zweien ihrer Punkte erklirt
ist, die eingangs erwdhnten Begriffe so definieren, daB viele aus der
Analysis bekannte Ergebnisse in diesem viel allgemeineren Rahmen (d.h.
dem der metrischen Rd3ume) richtig bleiben. Das hat unter anderem fol-
gende Vorteile:

(1) Man braucht viele Ergebnisse, die analog in IR und R" gelten,
nicht - wie in der Analysis geschehen - in beiden Situationen getrennt
zu beweisen, sondern nur einmal in einem allgemeineren Rahmen. Das ist
offenbar &konomischer.

(2) Der Anwendungsbereich ist viel grdBer, als durch die Beispiele IR
und ;g“ angedeutet wird. In vielen anderen mathematischen Gebieten,
u.a. in der MaBtheorie und insbesondere in der Funktionalanalysis
spielt die Untersuchung metrischer R&ume eines bestimmten Typs eine
wesentliche Rolle.

(3) Begriffsbildungen und Beweise werden oft erheblich durchsichtiger
dadurch, daB der Begriff des metrischen Raumes von topologisch unwe-
sentlichem Ballast weitgehend befreit ist.



1.1 DEFINITION UND BEISPIELE

1.1.1 DEFINITION
Sei X eine Menge, R* :={x|x € IR und x 2 O}. Eine Abbildung d: XxX - o
heift eine Metnik auf X, wenn fiir alle x,y,z € X die folgenden Bedingun-

gen erfiillt sind:
(M1) d(x,y)
(M2) d(x,y) dly,x),

(M3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Das Paar (X,d) heifit ein metnischen Raum. Fir x,y € X heiBt d(x,y) der
Abstand von x und y. X heipt die Tadgeamenge von (X,d). Die Bedingung

Oc—ox:y,

(M3) nennt man auch die Dreiechksungleichung. Die Elemente von X heiBen
Punkzte.

1.1.2 BEISPIELE
(1) Sei X (irgend-)eine Menge. Dann wird durch

0 fir x =y
dD(x,y) := 1 fir x#y '’ X;y € X

eine Metrik auf X definiert. dj heift die dishkrete Metnik auf X. Der
Raum (x,dD) heiBt diskret.

(2) Fiir x,y € IR setze man d(x,y) :=Ix~yl. Dann ist (IR,d) ein metri-
scher Raum.

(3) Sei n € IN. Fir x = (x1,.
setze man dg(x,y) := V(x1-y1)z ...t (xn-yn)z. Dann ist d: ®R <R rY
eine Metrik auf R". Fiir n = 1 stimmt die Metrik dE offensichtlich mit
der in (2) definierten Metrik 4 auf IR {iberein. dE heift die Eukfidi-
sche Metrik des IR". Der Abstand zwischen zwei Punkten x,y € IR ist

"'Xn) € I®R” und y = (yl,...,yn) € R"

gleich der Linge des kilirzesten Weges von x nach y. Der Raum (IRn,dE)
heiBt der n-d.imensionale Eukfidische Raun und wird im folgenden immer

mit ;g“ pezeichnet. Der Raum 557 wird einfachheitshalber auch mit R

»ezeichnet.
{(4) Ist V ein normierter Vektorraum mit Norm |l .|l , so wird durch
d(x,y) = Il x-y |l eine Metrik d auf V definiert. Vermbge der so defi-

nierten Metrik lassen sich normierte Rdume als metrische Rdume behan-
deln.

DaB auf dem IR®, n € IN, auch noch andere als die oben angegebenen
Metriken existieren, kdnnen Sie sehen, wenn Sie die folgende Aufgabe

geldst haben:

1.1.3 AUFGABE
Gegeben seiimn, n € IN. Zeigen Sie, daB die folgenden Abbildungen Me-
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triken auf IR" sind, wenn fir alle x = (x1,...,xn) und y = (y,,...,yn)

aus IR" gesetzt wird:

(1) dy(x,y) :=max{Ix;-y,I11si<n}.

n
(2) dg(x,y) :=‘§ I -ys!.
i=1
Offenbar gilt fiir n = 1 : dE = dM = ds.

dy heiBt die Max{imun-Metrik des IR®. Fir n = 2, x,y € R ist v2d, (x, y)

gleich der Linge des kilirzesten Streckenzuges von x nach y, dessen

Strecken parallel zu einer der Diagonalen sind:

y

- r+s = V?/dM(x,y) f .

dM(x,y] X4

Eine elementargeometrische Begriindung fiir r+s = vZ dM(x,y) erhdlt man,
wenn man den klassischen Satz des Pythagoras auf das Hilfsdreieck, das
von x,y',z genildet wird, anwendet.

dS heift die Summen-Metrik des IR". Fir n = 2, X,y € IR2, ist ds(x,y)
gleich der Ldnge des kiirzesten Streckenzuges von x nach gy, dessen

Strecken parallel zu den Koordinatenachsen sind:

X2

=

r+s =dg (x4l

Deshalb wird d, flir n = 2 auch Taxi-Metrik genannt.

S

1.1.4 BEISPIEL

Sei X eine Menge und B(X) die Menge aller beschridnkten reellwertigen

Funktionen auf X.

[Im Fall X=@ ist B(X)={i}, wobei i : ¢ - IR die Inklusionsabbildung
ist.] Fir £,9 € B(X) setzt man

0, falls X = ¢

suplf(x) - g(x)|, falls X # @.
xeX

d(f,g) :=
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Damit ist d eine Metrik auf B(X), die sogenannte Supremum-Metnik.

Bewelis:
Der Fall "X=@" ist klar. Sei X#@¥, und seien f,g € B(X).
(M1) "=" : d(f,g) = 0 = sup I£f(x) - g(x)| =0

xeX
=» f(x) = g{x) vx € X = £ = g.
"e" : trivial.

(M2) gilt wegen |f (x)
(M3) gilt wegen |f (x)

g(x})| lg({x) - £(x)[ vx € X.
g(x})l < Jf(x) - h(x)]
- lh(x) - g(x)| vx € X.
Man kann sich leicht klar machen, daB8 fiir den Fall X = {1,2,...,n} der

1

Raum (B(X),d) mit dem Raum (R",d,) identifiziert werden kann. Dazu be-
trachte man die bijektive (!) Abbildung, die jeder beschrdnkten Funk-
tion £ € B(X) das n-Tupel (£(1),...,£(n)) zuordnet. Es gilt dann

d(f,qg) = dM((f(1),...,f(n)),(g(1)....,g(n))) fiir alle f,g € B(X), da
fiir endliche Mengen bekanntlich Supremum- und Maximumbildung Uberein-

stimmen.

1.1.5 BEISPIEL
Sei X eine Menge, Y:={0} U (X x ]0,1]). Man setzt fir y,y' € Y:

0 fir y=y' =0
r fir y =0, y' = (%,xr)
d(y.y') := r fir y = (x,r), y' =0
r+r' fir y = (x,r), y' = (x',r') und x # x'
lr-xr'| fir y = (x,r), y' = (x',r') und x = x'

Dann ist d eine Metrik auf Y.

Beweis:

(M1) “=": Seien y,y' € Y, d(y,y') = O. Annahme: y # y'. Es kann nicht

sein, daB y = O und y' = (x,r) oder y = (x,r) und y' = O. Sonst wire
nidmlich O € 10,1). Auch y = (x,r), y' = (x',r') mit x # x' ist unmdg-
lich. Bleibt also y = (x,r), y' = (x',r') mit x = x'. Dann ist aber

r = r', also auch y = y'. {(M1) ist also erfilillt. (Die Richtung "&" ist
trivial.)

(M2) folgt direkt aus der in y,y' symmetrischen Definition von d.

(M3) Seien y,y',y" € Y. 2u zeigen ist:

(*) d(y.y") s d(y,y') + dly',¥y")-

Sind irgendwelche der drei vorgegesbenen Punkte gleich, so ist (*) er-
fiillt; denn fiir y = y" gilt d(y.y") = O, und damit ist (*) automatisch

erfillt, und fir y = y’' bzw. y' = y" reduziert sich (*) zu einer tri-

vialen Ungleichung d(y',y") £ O + d(y',y") bzw. d(y,y') € d{y,y') + O.
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Seien also y,y',y" paarweise voneinander verschieden. Ist etwa y = O,

y' = (x',r'), y" = (x",r"), so ist

r' +r' +r" fir x' # x"
d(y,y")=c" < ' X"

r' 4+ jr'-r"|l fir x' =
Die Fidlle y' = O bzw. y" = O verlaufen analog. Sind etwa y = (x,r),
y' = (x',r') und y" = (x",r") und ist x = x' = x", so folgt (*) aus der

wohlbekannten Dreiecksungleichung von IR. Betrachten wir nun einmal den
Fall x # x', x' = x". Dann ist
dy,y") = r +r" £ r +r' + ir' -1r"|.

Die anderen noch nicht ausgespielten Fdlle untersucht man analog.
Der Raum (Y,d) heiBt X-atacheliger Igef. Die folgende Zeichnung macht

uns den Namen klar:

Flir jedes x € X hat (Y,d) einen "Stachel” {(x,r) | r € ]0,1]} u {0}
und alle Stacheln "beginnen" in dem festen Punkt O.

1.1.6 AUFGABE
Sei X := IR x [(0,1]). Fiir (x,y),(x',y') € X setze man

at(x,y), (x',y)) = | Y T ¥ falls x = x

Ix - x'| +y +y', falls x # x' .
Z2eigen Sie, da8 d eine Metrik auf X ist.
Die folgende Zeichnung veranschaulicht, daf die Konstruktion dieser
Metrik eine "Stacheldrahtproduktion" ist. Man nennt (X,d) oft Stachef-

draht:
r+s+t = dlx,u)
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Der folgende Satz bringt uns zwei niitzliche Anwendungen der Dreiecks-

ungleichung.



1.1.7 SATZ

Sed (X,d) edin metrndischer Raum. x,y,z,w € X, n € IN, x; €X fin i €IN
= {1,...,n+1}. Dann gilt:

(1) d(x1,x z

+1

) £ T dixg.x ).
i=1
(2) td(x,z) - d(y,z)| < d(x,y) [(zwedite Drelecksungledichung).

(3) ld(x,y) - d(z,w)| < d(x,z) + dly,w) (Vierecksungleichung).

n+t i+

1.1.8 BEMERKUNG

DaB man aus einem metrischen Raum auf einfachem Weg sehr viele andere

Beispiele fiir metrische Rdume gewinnen kann, zeigt folgende Uberlegung:
Ist (X,d) ein metrischer Raum und Y <« X, so ist (Y,d | ¥ x Y) wieder
ein metrischer Raum (wobei d| Y x Y die Einschrdnkung von d auf ¥ x Y

bezeichnet). Dies veranlaBSt uns zu der folgenden

1.17.9 DEFINITION
(X,d) sei ein metrischer Raum, Y < X. Dann heiBt (Y,d | Y x Y) dex

durch Y bestimmte Teifraum (oder Unternraum) von (X,d).

Im allgemeinen wollen wir von nun an, wenn Verwechslungen nicht zu be-
fiirchten sind, d.h. wenn die zugrundegelegte Metrik feststeht, einen
metrischen Raum (X,d) mit X bezeichnen. Ist Y ¢ X, so wird in diesem
Fall der von Y bestimmte Teilraum von X mit Y bezeichnet. Ebenso wol-
len wir - wie bereits in 1.1.2 eingefithrt - im folgenden, wenn nichts
anderes gesagt wird, unter ggn den metrischen Raum (IRn,dE) verstehen.
Von besonderem Interesse sind Teilrdume X des Eg?, so z.B. flir n = 1
die Teilrdume {O,1}, 10,1[, I :=[0,1], 9, P := B\Q, IN, Z.

Es sei in diesem Zusammenhang ausdriicklich darauf hingewiesen, daf es
auf einer Menge X i.a. sehr viele verschiedene Metriken gibt. Die
Schreibweise X macht deshalb nur Sinn, wenn unmifverstdndlich klar ist,
welche Metrik auf X betrachtet wird. Dies ist insbesondere bei den im

folgenden eingefiihrten Standardbezeichnungen zu beachten.

l1.1.10 DEFINITION
Sei x € X und r eine positive reelle Zahl. Die offene Kugel mit Zen-

thum x und Radius r ist definiert als S(x,r) := {yly € X und d(x,y)<r}:

Pt

N



Wenn aus dem Zusammenhang nicht eindeutig hervorgeht, welche Metrik d

wir auf der Menge X betrachten, so schreiben wir Sd(x,r) statt S(x,r).

Wie sehen die offenen Kugeln aus?
Einige Skizzen sollen Ihnen hier behilflich sein.
Sie werden sehen, daB - je nach Wahl der Metrik - auch Kugeln vorkom-

men, die keine Kugeln im herk®dmmlichen, anschaulichen Sinn sind.

1.1.11 BEISPIELE

(1) In (R%,dy) hat $((0,0),1) folgende Gestalt:

)

L.

(iv) Ist (B(X),d) der Raum der beschrénkten reellwertigen Funktionen
mit der Supremum-Metrik (vgl. 1.1.4), so besteht fir beliebiges f€B(X)
die Menge {glg € B(X), d(f,g) < 1} aus allen (automatisch beschrdnkten)
Funktionen g: X » IR, die sich ganz in dem "Schlauch” um f mit Radius

1 - € mit einem (von g abhdngigen) e, O < € < 1, befinden:




(v) Ist (Y,d) ein X-stachliger Igel (vgl. 1.1.5), so hat S(O,%) folgen-
de Gestalt:

(x,1)

{Beachte:

1 1
(xlj)ﬁs(o,i)
3 fliir jedes x€X.)

1.1.12 AUFGABEN
(1) Zeigen Sie: Eine Abbildung d: X x X » IR ist genau dann eine Metrik

auf X, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(a) fiir alle x,y € X gilt: d(x,y) = O = x =y
(b) fir alle x,y,z € X gilt: d(x,y) <€ d(x,z) + dl(y,z).

(2) 1_ sei die Menge aller beschridnkten Folgen reeller Zahlen, 1, sei

1
die Menge aller Folgen (xn) reeller Zahlen mit lenl < e, l2 sei die

Menge aller Folgen (xn) reeller Zahlen mit Zxﬁ<m. Zeigen Sie, daB durch

(a) a_ ((xn),(yn)) = Sup (Ixn—ynl In€IN} eine Metrik auf 1_ definiert
wird

(b) dy ((x ),y )) = Tix -y | ei?? Metrik auf 1, definiert wird

(c) d2 ((xn),(yn)) = (Z(xn—yn)z) /2 eine Metrik auf 12 definiert wird.

Die zugehdrigen metrischen R3ume werden mit lm, l1 bzw. l2 bezeichnet.
Insbesondere heifit l2 auch Hilbert-Raum. Ferner gilt 1°° = B(IN).

(3) Sei p eine Primzahl. Sind % urd § verschiedene rationale Zahlen,

dann existiert eine eindeutig bestimmte ganze 2ahl k, so dasB g - g =
pk . %, wobei a und p bzw. b und p teilerfremd sind.

[Ofallsﬂ=£
n s

. myr, _
Definieren Sie dp(;,g) =

und zeigen Sie, daB d_ eine
P scnst P

Metrik auf @ ist (dp heift p-adische Metrik auf Q).

(4) Sei d eine Pseudometrik auf X, d.h. eine Abbildung d: X x X - IR+,
die (M2),(M3) und M1*): "d(x,x) = O fiir jedes x € X" erfullt zeigen.
Zeigen Sie:

(a) durch x p y e= d(x,y) wird eine XAquivalenzrelation p auf X defi-
niert.

(b) auf der Menge x/p der p-Aquivalenzklassen [x]p von X gibt es ge-
nau eine Metrik d' mit d'([x]p,[y]p) = d(x,y) fir alle x € X und y € X.
((X/p,dW heiBt auch metrische Reflektion von (X,d)).
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1.2 PUNKTE UND MENGEN IN METRISCHEN RAUMEN
Im folgenden sedi (X,d) = X edin metrnischen Raum; A,B,... sedlen Teilmen-

gen von X; X,y,... dedien ELemente von X.

1.2.1 DEFINITION
Flir A,B < X fihrt man den Abstand von A und B durch
dist(A,B) := [ o , falls A = @ oder B =9
inf {d(a,b) | a € A,b € B}, falls A#@#B.

Offensichtlich gilt dist({x}, {y}) = di(x.vy).
Der Abstand zwischen edinem Punkt x und einer Menge A c X wird einge-
fiihrt durch

dist(x,A) :=dist({x},A).

Die Abklirzung dist kommt vom englischen Wort distance (= Abstand, Ent-
fernung).

Bei der Definition des Abstandbegriffes von Mengen in einem metrischen
Raum wird die gegebene Metrik verwendet:; der Abstand dist(A,B) von A
und B hdngt also von der Metrik 4 des metrischen Raumes (X,d) ab. Wenn
aus dem Zusammenhang nicht eindeutig klar ist, welche Metrik auf X ge-
rade betrachtet wird, so miiBte man etwa distd(A,B) schreiben, um MiB-

verstidndnissen vorzubeugen.

1.2.2 SATZ

Es seden A,A', B c X. Dann gilt:

(1) dist(A,B) = o e= (A =@ oder B = @).
(2) dist(A,B) dist (B,A).

(3) A cA' = dist(A',B) < dist(A,B).

(4) AN B # @ =» dist(A,B) = O.

Beweis:

(1) folgt direkt aus der Definition 1.2.1.

(2) Ist A=¢@¢ oder B = @ so ist dist(A,B) = o
A# @ +# B folgt (2) aus 1.1.1 (M2).

(3) Ist A = @, so ist auf alle Fdlle dist(A',B) € =». Fiir B = @ ist
dist(A',B) = =« = dist(A,B).

Fir A # ¢ und B # ¢ ist

dist(B,A). Fir

dist(A',B) = inf ({d(a',b)la' € A', b € B}
€ inf d(a,b)la € A, b € B}
= dist(A,B).
(4) Ist a € A N B, so ist dist(A,B) £ d(a,a) = O; also ist

dist(A,B) = O.



1.2.3 DEFINITION
A,B © X heiBen genau dann benachbart, wenn dist(A,B) = O ist. Ein

Punkt x heiBt Bexalhrpunkt ven A, wenn dist(x,A) = O gilt,

1.2.4 SAT2

Seien A c X und x € X. Dann gili:

x {At genau dann Beihrpunkt von A wenn jede ogfene Kugeld mit Zeninum

x die Menge A tnif4¢ (d.h. mit A einen nicht-leeren Durchschnitt hat).

Beweis:

"w" Sei S(x,r) eine offene Kugel mit Zentrum x und x Beridhrpunkt von A,
d.h. O = dist(x,A). Dann gibt es zu r > O einen Punkt y € A mit

d(x,y) <r, alsoy € S(x,r) n A.

"«'" Sei r > O vorgegeben. Dann gibt es voraussetzungsgemdf einen Punkt
Yy € Amit y € S(x,r) n A, bDaraus folgt unmittelbar d(x,y) < r. Da

r > O beliebig gewdhlt war, schlieft man dist(x,A) = O.

1.2.5 SATZ
Gibt es einen Punkt, dex sowohf Beridhnpunkt von A afs auch Benlhapunkt
von B (8%, 40 sind A und B benachbart.

Beweis:
Sei x ein gemeinsamer Berilihrpunkt von A und B. Dann gibt es zu jeder
positiven reellen Zahl r Elemente a € A, b € B mit d(x,a) < % und
d(x,b) 2 %. Hieraus folgt
dist(A,B) < d{(a,b)

< dfa,x) + d(x,b) = d(x,a) + d(x,b)

r r _
5'4'7-1'.

Da r beliebig war, muB dist(A,B) = O sein.

1A

DaB die Umkehrung der Aussage dieses Satzes i.a. nicht richtig ist,

zeiqt das folgende

1.2.6 BEISPIEL

Benachbarte Mengen brauchen keinen gemeinsamen Beriihrpunkt zu haben.
So sind im 2-dimensionalen Euklidischen Raum EE? die Mengen

A= ((x,0)Ix € R} und B = ({x,1) Ix € R\(0)} benachbart, haben aber
keinen gemeinsamen Berihrpunkt.
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1.2.7 SATZ (Eigenschaften dex Nachbarschaftsnelation)
Seien A,B,C c X. Dann gili:
(1) A und B benachbart - A # ¢ # B.
(2) A und B benachbart = B und A benachbanrt.
(3) A und B benachbart und B c C =
A und C benachbart.
(4) A und B U C benachbart = (A und B benachbanrt)
oder (A und C benachbaat).
(5) ANB#¢@ =A und B benachbant.

Beweis:

(1) folgt unmittelbar aus 1.2,2(1).

(2) folgt aus 1,2.2(2).

(3) folgt aus 1.2.2(3).

(4) folgt aus der Gleichung
dist(A,B U C) = min {dist(A,B), dist(A,C)}, die Sie selbst bewei-
sen sollen.

(5) folgt aus 1.2.2(4).

1.2.8 FOLGERUNG {Eigenschaften den Beridhrpunkt-Relation)
Seien A,B < X, X € X. Dann gilt:

(1) x Benihnpunkt von A = A # Q.

(2) x Bendhrpunkt von A, A © B = x Berlhrpunkt von B,
(3) x Benflhnpunkt von A U B o x Beridhrpunkt von A

oder x Berdhrpunkt von B,
(4) x € A = x Beallhnpunkt von A.

1.2.9 DEFINITION
Fir A < X definiert man

cl(a) := {xIlx € X und x ist Beridhrpunkt von a}.
Meist schreibt man nur clA. clA heiBt die abgeschlossene Hillfe von A.
cl ist die Abkilirzung des englischen Wortes closure (= AbschluB).
Mit Definition 1.2.3 gilt offensichtlich:
clA = {xIx € X und dist(x,A) = 0}.
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1.2.10 SATZ
Fiin A,B © X {4t stets dist(A,B) = dist(clA,B).

Beweis:

Offenbar gilt A < clA nach 1.2.8(4), also dist(clA,B) < dist(A,B)
(1.2.2(3)). Seien A,B # . Weiter sei r eine beliebige positive reelle
Zahl. Dann existieren b € B und c € clA mit d(c,b) < dist(clA,B) + %
und, da c Berilhrpunkt von A ist, gibt es einen Punkt a € A mit

d(a,c) < %. Insgesamt folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung:
dist(A,B) < d(a,b) £ d(a,c) + d(c,b) < dist(clA,B) + r. Dann ist aber,
da r > beliebig war, auch dist(A,B) < dist(cla,B).

Ist B = @, so0 gilt mit 1.2.2(1) sicherlich dist(A,B) = « = dist(clA,B).
Ist A = @, sO hat A wegen 1.2.8(1) keinen Beriihrpunkt, d.h. clA = @,
und wir schlieBen wieder mit 1.2.2(1) die Gleichung

dist(A,B) = =» = dist(clA,B).

1.2.11 SATZ (Eigenschaften der abgeschlossenen HiLLe)
Seien A,B < X. Dann g4ilt:

(1) clg = ¢

(2) A < clA.

(3) Ac B = clA < clB.

(4) cl{A U B) = clA u clB.

(5) cl(clAa) = clA.

Beweis:

(1): 1.2.8(1); (2): 1.2.8(4); (3): 1.2.8(2).

(4) Wegen A,B « A U B gilt nach (3) clA, ¢lB <« cl{A v B), also auch
clA U clBc cl(A UB). Aus 1.2.8(3) folgt cl(A U B) <« clA v clB.

(5) Aus (2) folgt clA < cl{(clA). Gilt x € cl(clA), so gilt nach 1.2.3
dist(x,clA) = O und wegen 1.2.10 dist(x,A) = O, also x € clA. Somit
gilt auch cl{clA) < clA.

1.2.12 DEFINITION
Eine Menge A < X heiBt abgeschifossen, wenn A = clA gilt, d.h. wenn A

alle Beriihrpunkte von A enthdlt oder, &guivalent dazu, A = {xix € X
und dist{(x,A) = 0} gilt,

Der folgende Satz rechtfertigt den Namen "abgeschlossene Hiille von A"
fir clA.

1.2.13 SATZ
ClA <8t dic hledinste A umfassende abgeschlossene Tellmenge von X.




Beweis:

Wegen 1.2.11(2) umfaBt cla die Menge A und ist nach 1.2.11(5) abge-
schlossen. Ist A © B € X und B abgeschlossen, so ist andererseits we-
gen 1.2.11(3) ¢lA = clB = B. Jede A umfassende abgeschlossene Teilmen-
ge B von X umfaBt also auch clA. Folglich ist clA die kleinste Teil-
menge von X mit der Eigenschaft, abgeschlossen zu sein und A zu umfas-

sSen.

1.2.14 SATZ (Eigenschaften abgeschlcssenen Mengen!

(1) @ und X sind abgeschlossen.

(2) Sind A und B abgeschlossen, 40 {3&{ A U B abgeschloasen.
(3) Ts& A edine Menge abgeschlossenern Teilmengen von X, s¢ 432
NA := {x € XIV A € A x € A} abgeschlossen.

Beweis:

(1) und (2) folgen unmittelbar aus 1.2.11(1) bzw., 1.2.11(2) fiir A = X
und aus 1.2,11(4).

(3) FUr jedes A € A gilt NA < A, woraus gemdB 1.2.11(3) cl(nA)c cla=a

folgt. Also ist c¢l(NA) © N <clA = NA; die uingekehrte Inklusion ist
AEA

wegen 1.2.12(2) trivial. Es folgt cl(NA) = nA.

1.2.15 DEFINITION
Ein Punkt x € X heiBt {nmneren Punkf ven B < X, wenn es eine positive

reelle Zahl r mit S{x,r) c B gibt.

1.2.16 SATZ

x 48% aenau danin {inneren Punki von B, wenan x nichit Berdhavunki von
X\B £s%.

Beweis:

X ist genau dann innerer Punkt von B, wenn ein r > 0 mit S(x,r) < B,
oder dquivalent S(x,r) N (X\B) = @, existiert. Nach 1.2.4 bedeutet

dies genau, daB x nicht Beriihrpunkt von X\B ist.

1.2.17 DEFINITION
Fliir B ¢ X definiert man

int(B) = {xIx € X und x ist innerer Punkt von B}.
Meist schreibt man nur intB. intB heiBt der c¢§fene Kean venr B oder das
Innere von B. int ist die Abkiirzung des englischen Wortes interior

(= Inneres).
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1.2.18 SATZ
Fin B « X 48t intB = X\cl(X\B).

Beweis:
folgt unmittelbar aus 1.2.9 und 1.2.16.

1.2,19 SAT2 (Eigenschaften des offenen Kerns)
Sedlen A,B < X. Dann gilt:

(1) intX = X.

(2) intA < A,

(3) B<c A = intB < intA.

(4) int(A N B) = intA N intB.

(5) int(intA) = intA.

Beweis:
Man kann die Aussagen entweder mit Hilfe der Definitionen 1.2.17 und
1.2.15 direkt beweisen oder wegen 1.2.18 auf die in 1.2.11 bereits be-
wiesenen "dualen" Aussagen fiir cl zuriickfiihren. Flir den Fall von (4)
fiihren wir dies unter Verwendung von 1.2.11(4) exemplarisch vor:

int(a N B) X\cl{x\ (& n B))
XN\cl ((X\A) U (X\B))
X\ (cl(X\A) U cl(X\B)}
(X\cl(X\A)) N (X\cl(X\B))
intA N intB.

1]

1.2.20 DEFINITION
Eine Menge B < X heiBt o044en, wenn B=intB gilt, d4.h. wenn jeder Punkt

von B innerer Punkt von B ist, d.h. wenn zu jedem x € B ein r > O mit

S(x,r) < B existiert.

Der folgende Satz rechtfertigt den Namen "offene Kugel" fiir die in De-
finition 1.7.%0 eingefiihrte Teilmenge S(x,r):

1.2.21 SATZ
Fit x € X und r > O 44t S(x.,r) o04fen.

Beweis:

Sei y € S(x,r) ein beliebiger Punkt, Dann ist d(x,y) < r, also

5 1= r - d{x,y) > O. Fiir alle z € X mit z € S{(y.56), d.h.

d(y,z) < r - d(x,y) oder Hquivalert dazu d{(x,y) + d(y,2z) < r, folgt
mittels der Dreiecksungleichung d{x,z) < d(x,y) + d(y,z) < r und
somit z € S(x,r). Wir haben S{y,58) < S(x,r) und damit die Offenheit

von S(x,r) nachgewiesen.



1.2,22 SATZ
Eine Menge B c X 4s% genau dann offen, wenn {ha KomplLement X\B abge-
schlossen {a%.

Beweis:

B offen e B = intB (1.2.20)
e X\B = X\intB
— X\B = X\ (X\cl(X\B)) (1.2.18)
e« X\B = cl(X\B)
= X\B abgeschlossen (1.2.12).

1.2.23 SATZ (Eigenschaften vfgencrn Mengen)

(1) @ und X sind offen.

(2) Sind A und B offen, 30 L8t A N B o4fen.

(3) 18t B edine Menge of4enen Mengen, s0 {8t U B := {x € XI3B € B x € B}
offen.

Beweis:

Wegen 1.2.22 folgt alles unmittelbar aus 1.2.14 durch Komplementbil-
dung, denn es gelten nach de Morgan die Gesetze X\ (ANB) = (X\A)U(X\B)
und X\uB = Nn{X\BIB € B}.

Natlirlich kann man die Aussagen des Satzes auch direkt unter Verwen-
dung der Definition 1.2.21 beweisen:

(1) gilt trivialerweise.

(2) Sei x € A N B. Wegen der Offenheit von A und B gibt es dann r > O
und s > O mit S(x,r) < A und S(x,s) < B. Offensichtlich gilt dann fir
t = min{r,s} > O die gewlinschte Inklusion S(x,t) < A A B.

(3) Sei x € U B. Dann gibt es ein B € B mit x € B und aufgrund der Of-
fenheit von B ein r > O mit S(x,r) < B. Dann gilt natiirlich erst recht
S(x.r) <u B, d.h. U B ist offen.

Die Bezeichnung "offener Kern" aus 1.2.17 rechtfertigt der folgende

1.2.24 SATZ
Fin B © X {8t intB die griBte offene Teilmenge von B.

Bewelis:
Nach 1.2.19(5) ist intB = int(intB) offen. Sei A eine offene Menge
mit A « B. Dann ist nach 1.2.22 X\A abgeschlossen. Wegen X\B < X\A
folgt mit 1.2.13 cl(X\B) c X\A, also mit 1.2.18

A < X\cl(X\B) = intB.
Jede offene Teilmenge A von B ist also in der offenen Teilmenge intB
enthalten. Folglich ist intB die gr&fte offene Teilmenge von B.
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1.2.25 DEFINITION

Seien X € X, A c X, U c X.

(1) U heiBt Umgebung von x, wenn x innerer Punkt von U ist, d.h. wenn
es ein r > O mit S(x.,r) < U gibt.

(2) U heiBt Umgebung von A, wenn U Umgebung jedes Punktes von A ist,
d.h. wenn es fiir jedes a € A ein r = r(a) > O mit S{(a,r) < U gibt,.

(3) U heiBt gleichmdBige Umgebung von A, wenn es ein r > O gibt, so
daB fiir alle a € A gilt: S(a,r) < U.

1.2.26 SATZ
Sedien x € X und A,U c X.
(1) U Umgebung von A = A c U,
(2) U gleichmifige Umgebung von A = U Umgebung von A.
(3) Agquivatlent sind:
(a) U Umgebung von x.
(b) U Umgebung von {x}
(c) U gledichmdBige Umgebung von {x}.

Beweis:

Alle Aussagen sind unmittelbare Konsequenzen aus der vorangegangenen
Definition 1.2.25.

Die folgende Aufgabe beleqt, daf die Umkehrung der Aussage 1.2.26(2)
im allgemeinen nicht gilt.

1.2.27 AUFGABE
InBseiU:=U{]n-%, n+%[ln€m},

A := IN. Zeigen Sie:
(1) U ist Umgebung von A.
(2) U ist keine gleichmidBige Umgebung von A.

1.2.28 SATZ

Scien x € X und A,U < X.

(1) U {8t Umgebung von x genau dann, wenn x kedin Berihnpunkt von X\U
<3z,

(2) U {8t gleichmdBige Umgebung von A genau dann, wenn A und X\U ndicht
benachbart sind.

Beweis:

(1)-Ist U Umgebung von X%, so gibt es ein r > O mit S(x,r) < U. Folg-
lich gilt

dist(x,X\U) 2 dist(x,X\S(x,r}) 2 r > 0, und x ist also nicht Berihr-
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punkt von X\U. Ist andererseits dist(x,X\U) =: r > O, so folgt
S(x,r) < U, und x ist innerer Punkt von U, U also Umgebung von x.
(2) Ist U gleichmdB8ige Umgebung von &, so gibt es ein r > O mit

U S(a,r) c U, und damit ist fiir alle a € A und alle y € X\U der Ab-
a€a
stand d(a,y) 2 r; denn widre d{a,y) < r, so ergdbe sich der Widerspruch

y € S(a,r) c U. Folglich gilt dann dist(A,X\U) 2 r, und somit sind die
Mengen X\U und A nicht benachbart.

Gilt umgekehrt dist(A,X\U) =: r > O, so schliefilen wir unmittelbar die
Inklusion S(a,r) c U fiir alle a € A; dann gibe es eine Kugel S{(a,r)
mit S{a,r) ¢ U, d.h. S(a,r) N (X\U) # @, so existierte ein y € X\U mit
d(a,y) < r im Widerspruch zu dist(A,X\U) = r. U ist damit als gleich-

m&Bige Umgebung von A nachgewiesen.

1.2.29 SATZ (Eigenschaffen von Umgebungen}
Seien A,B,U,V = X. Dann gilt:
(1) U {(gledichmdBige) Umgebung von A, Bc A, U c V
= V (gleichmidBige) Umgebung von B.
(2) U,V (gleichmdBige) Umgebung ven A
» U NV [gleichmidBige) Umgebung von A.
(3) U gledichmdBige Umgebung von A
= U gleichmdBige Umgebung von cl A,

Beweis:

(1) Ist U Umgebung von A, so gibt es fiir jedes b € B <« A ein r = r(b)
mit S(b,r) €« U €V, d.h. V ist Umgebung von B.

Ist U gleichmdBige Umgebung von A, so gibt es ein r > O mit S(a,r) < U
fiir alle a € A, also erst recht S(b,r) ¢ U c¢ Vv fir alle b € B; d.h. V
ist gleichmdBige Umgebung von B.

(2) Sind U,V Umgebungen von A, so gibt es zu einem a € A reelle Zahlen
r =r(a) >0, s = s{a) > 0 mit S(a,r) <« U, S(a,s) « V und folglich
gilt fiir t := min{r,s} S{(a,t) € U N V und wir haben U N V als Umgebung
von A nachgewiesen.

Sind U,V gleichmidBige Umgebungen von A, so sind nach 1.2.28(2), sowohl
X\U und A als auch X\V und A nicht benachbart. Wdre U N V keine gleich-
miEBige Umgebung von A, so widren nach 1.2.28(2) X\(U n V) = (X\U)U(X\V)
und A benachbart und gemdB 1.2.7(4) wire demnach X\U und A oder X\V
und A benachbart. Widerspruch.

(3) Ist U gleichmdBige Umgebung von A, so gilt gemdf 1.2.28(2)
dist(A,X\U) > O und mit 1.2.10 folgt dist(A,X\U) = dist(cla, X\U) > O,
d.h. wiederum nach 1.2.28(2) ist U gleichmdBige Umgebung von cla.
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1.2.30 BEMERKUNG
Ist U gleichmiBige Umgeb ung von A, so ist U gleichmdBige Umgebung von

clA. Das gilt filir Umgebungen nicht, d.h. in 1.2.29(3) kann das Wort
"gleichmdBige" nicht unterdriickt werden. So ist im eindimensionalen
Euklidischen Raum IR die Menge U = ]O,1[ Umgebung von sich selbst,
aber es gilt clu = [0,1] ¢ U.

1.2.31 BEISPIELE
(1) Sei (X,dD) diskret. Dann gilt:

(i) 0, falls AN B # @
dist(A,B) = 1, falls AnB=¢ und A # @ # B
w, falls A @ oder B = @.
(ii) A und B benachbart «— A N B # @.

(iii) =x= Berihrpunkt von A e= x € A < A ist Umgebung von X.

(iv) clA = intA = A fiir jede Teilmenge A von X.
(v) Jede Teilmenge von X ist sowohl offen als auch abgeschlossen.
(vi)

S(x,r) = {x}, falls r < tund r > O

X, fallsr > 1

(vii) U ist gleichmdfige Umgebung von A <«

U ist Umgebung von A «— A < U.
(viii) Enthdlt X mindestens zwei Punkte, so gilt insbesondere:

{x} = cl(s(x,1)) # {yly € X und dp(x,y) = 1] = X.
(2) Flr den n-dimensionalen Euklidischen Raum gfi = URn,dE) decken
sich die Begriffe, die wir hier eingefiihrt haben, mit den Ihnen aus
der Analysis bekannten.
(3) Fir Teilmengen A,B des EB? sind die folgenden Aussagen &dquivalent:
(a) A und B sind benachbart bezliglich der Euklidischen Metrik dE.
{(b) A und B sind benachbart beziiglich der Maximum-Metrik dM.
(c) A und B sind benachbart beziiglich der Summen-Metrik ds.

Beweis:
n = —
Seien X,y € R, X = (Xg,e0.,X ) Y = (Yqeeeeuyp). 1
n
(a) = (b) : Wegen max Ixi - yil < (z Ixi - y‘lz) und der Voraus-
- : . i
1<i<n i=1

setzung gibt es zu r > O Punkte x € A, y € B mit dM(Xdﬁ SdE(x,j) < r,

n
(b) = (c): Wegen 151 Ix; = vy

setzung gibt es zu r > O Punkte x € A, y € B mit ds(x,y)s n-d

IA

n. max Ix, - y.! und der Voraus-
! i
1<i<n

M(x,y)<r.
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(c) = (a): Wegen {( 2 Ixi -y IZ)Z:gg lxi - yil und der Voraussetzung
i=1 i=1

gibt es zu r > O Punkte x € A, y € B mit dE(x,y) < ds(x,y) <r.
Hieraus folgt insbesondere, daf sich auch fiir die R&dume (Rn,dM) und
(IRn,ds) der Begriff "Beriihrpunkt" urnd dann auch die Begriffe "abge-
schlossene Hiille, abgeschlossen, Umgebung, offen, offener Kern"” mit den
bekannten Begriffen aus der Analysis decken. So gilt zum Beispiel unter
Verwendung von 1.2.28 und 1.2.31(3) folgende Uberlegung: U ist Umgebung
E ™ A und X\U sind nicht benachbart bzgl. dE ~ A und X\U
sind nicht benachbart bzgl. dM = U 'ist Umgebung von A bzgl. d

von A bzgl. 4
M
Ganz analog kann man die Kquivalenz aller weiteren, genannten Begriffe
herleiten. Dieses merkwiirdige Phdnomen der "Gleichwertigkeit" von
Metriken werden wir in § 2 genauer analysieren.
(4) Ist X ein Teilraum von Y, so gilt fir A,B < X, x € X:
(i) A und B sind benachbart in X e=
A und B sind benachbart in Y.
(ii) x ist Berilihrpunkt von A in X <
x ist Berﬁhrpuﬁkt von A in Y.
(iii) B ist (gleichmdBige) Umgebung von A in X e=
Es gibt eine (gleichmdfige) Umgebung
B'c ¥ von A in ¥ mit B = B' 0 X.
(iv) A ist offen (abgeschlossen) in X e=
Es gibt eine offene (abgeschlossene)

Teilmenge A' von ¥ mit A = A' N X.

1.2.32 AUFGABEN
Zeigen Sie:
(1) (a) cla = X\int{X\A)
(b) A und B sind genau dann benachbart, wenn X\B keine gleichmdBige

Umgebung von A ist
(c) x ist genau dann Beriihrpunkt von A\{x}, wenn U N A fir jede Um-
gebung U von x unendlich ist.

(2) Ist A endlich, so gilt:
(a) A ist abgeschlossen
{b) jede Umgebung von A ist gleichmdBige Umgebung von A.

(3) In einem metrischen Raum gilt:
{a) jede Menge l#At sich als Vereinigung abgeschlossener Mengen dar-
stellen
{b) jede Menge li#Bt sich als Durchschnitt offener Mengen darstellen
(c) jede offene Menge 1liBt sich als Vereinigung h&chstens abzdhlbar

vieler abgeschlossener Mengen darstellen.
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(d) jede abgeschlossene Menge 148t sich als Durchschnitt hdchstens
abzdhlbar vieler offener Mengen darstellen.
(4) Ist frA = clA N cl(X\A) der Rand (englisch: frontier) von A, so
gilt:
(a) cla AU fra
(b) intA = A\fraA.
(5) (a) int cl int clA = int clA
(b) cl int cl intA = cl intA.
(c) Geben Sie eine Teilmenge A von IR an, fiir die die sieben Men-

gen A, int A, clA, int clA, cl int A, int cl int A und cl int clA

paarweise verschieden sind.
(6) Ist K(x,r) = {y € XId{(x,y) € r} die abgeschlossene Kugel mit Zen-

trum x und Radius r, so gilt:

(a) K(x,r) ist abgeschlossen in X

(b) clS(x,r) < K(x,r)

(¢) in R" gilt fUr r > O stets clS(x,r) = K(x,r).

(7) Ein metrischer Raum heiBfit ultrametrisch, falls er die verschérfte
Dreiecksungleichung d(x,y) <€ Max {d(x,z), d(y,z)} fir alle x.,y,z
erfiillt.

(a) fir jede Primzahl p ist der p-adische Raum (Q,dg ultrametrisch
(vergl. 1.1.12(3})
{b) jeder diskrete metrische Raum ist ultrametrisch
(c) in einem ultrametrischen Raum ist jede offene Kugel S(x,r) ab-
geschlossen und jede abgeschlossene Kugel K(x,r) offen
(d) in einem ultrametrischen Raum gilt fir offene Kugeln:
1) S(x,r) N S(y,s) #+ @ = (S(x,r) = S(y,s) oder S(y,s) < S(x,r})
2) S(x,r) N s(y,r) # @ = (S(x,r) = S(y,r)
3) S(x,r) N S(y,r) = @ = dist (s{(x,r}, S(y,r)) 2 r.
(e) jeder ultrametrische Raum ist fiir jedes r > O disjunkte Ver-
einigung offener Kugeln S(x,r).

(3) Fiir jede Menge X wird auf x™ gurch

1 , falls (x ) #+ (y))
al(x,), (y)) = | Mindnlxgsyp)
fo) , falls (xn) = (yn)

eine Metrik d definiert. Bair(X)=(X,d) ist ein ultrametrischer Raum

1.3 FOLGEN

Im 4olgenden seden (X,d) edin metrnischer Raum; A,B Teilmengen von X;
X,¥,... Punkte von X; (x ). (vy) Folgen in X. Fin x € X sed (x) die
konstante Folge mit x = x fir allen € IN. IR sed den edndimensionale
Euklidische Raum.
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Im Gegensatz zu den mehr statischen Aspekten des letzten Paragraphen

wenden wir uns nun mehr dynamischen Aspekten zu:

1.3.1 DEFINITION

(1) Eine Folge (xn) konvengient gegen x, in Zeichen: (xn) -+ X, wenn je-
de Umgebung von x fast alle Glieder der Folge enthilt, d.h. zu jeder
Umgebung U von x existiert ein n € IN, so dafl aus m 2 n stets X €U
folgt. Eine Folge heiBit konvengent, wenn es einen Punkt gibt, gegen
den sie konvergiert.

(2) x heiBt Verdichtungspunkt der Folge (xn), wenn jede Umgebung von x
unendlich viele Glieder der Folge (xn) enthdlt, d.h. wenn zu jeder Um-

gebung U von x und zu jedem n ein m 2 n mit X € U existiert.

1.3.2 SATZ

Aquivalent sdind:

(@) (x) = x din X

(b) (d(x,x)) =+ 0 in IR.

(c) Vr >03Invm2n d(x,xm) < r.

Beweis:

Bekanntlich sind (b) und (c) &dquivalent. Es geniigt, die Aquivalenz von
(a) und (c) nachzuweisen.

(a) = (c): Sei r > 0. bann ist die offene Kugel S({x,r) trivialerweise
eine Umgebung von x. Also gibt es nach (a) ein n, so daB aus m 2 n
stets X € S(x,r) folgt. Wegen x. € S(x,r)e=>d(x,xm) < r folgt hieraus
(c).

(c) = (a): Ist U Umgebung von x, so gibt es definitionsgemif ein r > O
mit S(x,r) c U. Nach (c) existiert ein n, so daB aus m 2> n stets
d(x,xm) < r folgt, d.h. Xn € S(x,r) <cU fir m 2 n.

1.3.3 SAT2

Aquivalent sind:

(a) x 48t Vendichtungspunkt von (x ) £n X.

(b) O «st Verdichiungspunkt von (d(x.x)) 4n R.
(c) Vvr > 0¥ n3Imz2n d(x,xm) < r.

Beweis:
Der Beweis verlduft vollig analog zum Beweis des Satzes 1.3.2.
Die Sdtze 1.3.2 und 1.3.3 zeigen, daf in der Definition 1.3.1 der Aus-

druck "Umgebung von x" ersetzt werden kann durch "offene Kugel mit
Zentrum x", ohne die Aussage zu dndern.
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1.3.4 SATZ

Konvengiernt (x_ ) gegen x, &0 L8t x den einzige Vendichiungspunki ven
(xn).

Beweis:

Konvergiert (xn) gegen %, so ist x offenbar Verdichtungspunkt von (xn).

Zu r > O gibt es also ein n € N mit d(xm,x) < % fiir alle m 2 n, und,

falls y ebenfalls ein Verdichtungspunkt ist, zu diesem n auch ein k2n
: r

mit d(y,xk) < 3. ; .

Somit gilt: d(y,x) < d(y,xk) + d(xk,x) <3+ 3z =r.

Wir haben also gezeigt: d(y,x) < r VvV r > O. Daraus folgt aber

d(y.x) = 0, also x = y.

1.3.5 FOLGERUNG
Konvengient (x ) gegen x und gegen y, 40 481 x = y.

Diese Eindeutigkeitsaussage veranlaBt uns zu der

1.3.6 DEFINITION
Konvergiert (xn) gegen X, so heift x der Limes oder Grenzweni von (xn).

Oft schreibt man - wie Ihnen aus der Analysis bekannt sein diirfte -

statt (xn) -» x auch x = 1lim X, -
n-oow

1.3.7 BEISPIELE
(1) Von der Analysis her kennen Sie Folgen, die keinen Verdichtungs-

punkt haben, z.B. (n) = (1,2,3,4,...) in IR . Ebenso gibt es Folgen,
die einen Verdichtungspunkt haben, aber nicht konvergieren, z.B. in IR
die Folge (1, % 2, 3, 3, Trees)

(2) In einem diskreten Raum (x,dD) ist x genau dann Grenzwert von (xn),
wenn fast alle Glieder der Folge gleich x sind und genau dann Ver-
dichtungspunkt von (xn) , wenn unendlich viele Glieder der Folge gleich

x sind.

1.3.8 SATZ
Aus (x ) = x und lyy) = v fokgt (d(x, .y, ) > dix,y).

Beweis:

Zu jedem r > O gibt es ein n € IN, so daB aus m 2 n sowohl d(x,xm) < %
als auch d(y,ym) < % folgt. Somit gilt fiir m > n:

(1) dixp,y ) S dlxp,x) + d(x,y) +dly,yp) <dx,y) +r und

(2) dx,y) < d(x,xm) + d(xm,ym) o} d(ym,y) < d(xm,ym) + r,

also 1d(x,y) - d(xm,ym)l < r fir alle m 2 n.
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1.3.9 FOLGERUNG
Ist a € RY und d(xn,yn) < a {lin afle n, 40 folgt aus (x ) - x und
(yn) - y auch d{x,y) < a.

1.3.10 SATZ
Sed (xni) edine Teilfolge von (x ). Dann gilt:

(1) Aus (xn) - x folgt (xni) - X.

(2) Tst x Verdichtungspunki von (x, ), 8¢ L&t x auch Verdichtungspunkt
1

von X .
(x,)

Bewelis:
(1) Jede Umgebung von x enthdlt fast alle Glieder von (xn), somit erst
recht fast alle Glieder von (x, ).

i

(2) Jede Umgebung von x enthdlt unendlich viele Glieder von (x, ), so-
1
mit erst recht unendlich viele Glieder von (xn).

1.3.11 SaT2

Aquivalent sind:

(a) x Ls8% Berdhrpunkt von A c X.

(b) Es gibt edine Folge (ag) in A, ddie gegen x konvengient.

Beweis:

(a) = (b): Ist x Berlihrpunkt von A, so gilt dist(x,A) = 0. Also exi-
stiert zu jedem n € IN ein a, € A mit d(x,an) < %. Eine aus derarti-
gen a, gebildete Folge (an) konvergiert offenbar gegen x.

(b) = (a): Ist x = 1lim a, und r > 0, so ist d(x,an) < r fir fast alle
n-w

n. somit ist auch dist(x,A) < r, und da r beliebig war, folgt
dist(x,A) = O.

1.3.12 DEFINITION
Folgen (x_ ) und (y ) heiBSen benachbari, wenn die Folge (@(x,,y,)) gegen

O konvergiert, d.h. wenn gilt: vr > 0O I nvmz2n d(xm,ym) < r.

1.3.13 SATZ
Fin edine Folge (x,) sind die folgenden Aussagen dguivalent:
(a) (xn) - X,

(b) (xn) und (x) sind benachbant.

Beweis:

Der Beweis folgt unmittelbar aus 1.3.2,
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1.3.14 SATZ
Benachbantaein von Folgen (8t eine Aquivalenznelation auf denr Menge al-
Len Folgen 4in X.

Beweis:

(x ), (y ), (z ) seien Folgen in X.

(1) d(xn,xn) =0V na= (xn) ist zu sich selbst benachbart.

(2) Die Symmetrie folgt aus der Gleichung d(xn,yn) = d(yn,xn).

(3) Wegen O < d(xn,zn) < d(xn,yn) + d(yn,zn) folgt aus dem Benachbart-
sein von (xn) und (y,) sowie (yn) und (z) das Benachbartsein von (xn)

und (zn).

1.3.15 BEMERKUNG

Das Benachbartsein von Mengen ist weder reflexiv noch transitiv. So ist
@ nicht zu sich selbst benachbart (vgl. 1.2.1), und in R sind die Men-
gen [0,1] und [1,2] sowie [1,2] und {2,3] benachbart, aber [0,1] und
[2,3] sind nicht benachbart.

1.3.16 SATZ

Konvengdient (x_ ) gegen x, &0 sdind dguivalent:
(a) (x)) und (y,) sdind benachbart.

(b) (y,) - x.

Beweis:

(a) = (b): folgt unmittelbar aus der Ungleichung
0 s d(x,y ) < d(x,x) + dix .y).

(b) = (a): folgt unmittelbar aus
0 < dx ,y,) € dx ,x) +dx,y)).

1.3.17 SATZ

Aquivalent sind:

(a) A und B s4nd benachbant.

(b) Es gibt Folgen (a,)) 4n A und (b ) 4n B, die benachbanrt sind.




Beweis:

(a) = (b):

Aus dist(A,B) = O folgt, dap fiir jedes n € IN Elemente a, € A, bn € B
existieren mit d(an,bn) < %. Folgen (an) und (bn), die man auf diese
Weise gewinnt, sind benachbart.

(b} = (a):

Sind (an) und (bn) benachbart, so gibt es flir jedes r > O ein n mit
d(an,bn) < r. Folglich gilt dist(a,B) < d(an,bn) < r fdr jedes r > O.
Dann ist aber dist(a,B) = O.

In obigem Satz wurde gezeigt, wie mit Hilfe benachbarter Folgen ge-
priift werden kann, ob zwei Mengen benachbart sind. Im n&dchsten Satz
wird gezeigt, daB auch umgekehrt mit Hilfe benachbarter Mengen gepriift
werden kann, ob zwei Folgen benachbart sind. Dieser Satz wird sich im
nidchsten Kapitel bei der Untersuchung der gleichmé&figen Stetigkeit von
Funktionen als sehr niitzlich erweisen. Die in ihm auftretende Bedingung
ist allerdings etwas kompliziert, und der Beweis des Satzes ist schwie-
riger als der aller anderen Sdtze dieses Kapitels.

1.3.18 SATZ

Agudivalent sdnd:

(a) (xn) und (yn) sAdind benachbart.

(b) Fis jede unendfiche Tellmenge M von W sind die Mengen {x_ Im € M}
und {y_Im € M} benachbart.

Beweis:

(a) = (b): Sei r > O. Dann gibt es n € W, so daf fiir m > n stets
d(xm,ym) < r ist. Da zu n ein k € M mit k 2 n existiert, gilt:
dist({xmlm € M}, {ymlm € M}) < d(xk,yk) < r.

(b) = (a): Wir nehmen an, da8 (xn) und (yn) nicht benachbart sind. Dann
gibt es eine positive reelle Zahl r > 0 und eine unendliche Teilmenge
M, von IN, so daB aus m € M1 stets d(xm,ym) > r folgt. Wir unterschei-
den drei Fdlle:

Fall 1:

Es gibt ein x € X, so daB die Menge M := {m|m € M1, d(x,xm) < %} un-
endlich ist. Dann gilt fiir jedes Paar (m,m') € M x M die Ungleichung:

? < d(xm,ym) < d(xm,x) + d(x,xm.) + d(xm.,ym) < % r + d(xm,,ym), ¥oraus
3T < d(xm.,ym) folgt. Also gilt dist({ xmlm € M}, {ymlm € M}) 2 3
{xmlm € M} und {ymlm € M} sind also nicht benachbart im Widerspruch

zu (b).

Fall 2:

Es gibt ein x € X, so daf die Menge {mim € M, d(x,ym) < %} unendlich
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ist. Wie im Fall 1 gelangt man zu einem Widerspruch zu (b).

Fall 3:

Flir jedes x € X sind die Mengen {mim € My, d(x,ym) < %} und

(mim € M;, dix,y,) < %} endlich.

Durch Induktion definieren wir eine unendliche Teilmenge M ={m1,m2,...]
von M1 folgendermafen:

Induktionsanfang: Sei m, irgendein Element von M

1 1°
Induktionsvoraussetzung: Moees my seien bereits definiert, Dann ist

s . . r .
fiir jedes i € INk die Menge {mim € L d(xmi, ym) < 3} und die Menge

{mim € M1, d(ymi, xm) < %} endlich. Da M1 unendlich ist, kdnnen wir ein
Element My in M, finden, das in keiner dieser Mengen liegt. Auf die-

se Weise erhalten wir eine unendliche Teilmenge M = {m1,m2,...] von M1.
Sei (mi,mj) € M x M, Gilt i = j, so ist gemdB der Definition von

M, oM d(xmi,ymj)zr. Gilt 1 < j, so liegt nach Konstruktion mJ nicht in
der Menge {m|m € My d(xmi, ym) < 33. bDaraus folgt d(xmi, ) > %.
Gilt j < i, so liegt nach Konstruktion m, nicht in der Menge

{mim € M,, d(ym., X.) € =}, woraus d(y ) > = folgt. Also gilt
10 Smgr Fp! =3 m"m3

dist({x Im € M), {y Im € M}) 2 %. Folglich sind auch in diesem Fall
die Mengen [xmlm € M} und {ymlm € M} nicht benachbart im Widerspruch

zu (b).

1.3.19 BEMERKUNG
Sind fir Folgen (x, ) und (y ) die Mengen [x In € IN' und (y in € N}

benachbart, so 51nd (x ) und (y ) nicht notwendlg benachbart So sind
in IR die Folgen ( ) und (n) nlcht benachbart, aber {—In € IN} und
{nln € N} haben wir ein gemeinsames Element, nd&mlich 1, und sind so-

mit benachbart.

1.3.20 AUFGABEN

2eigen Sie:

(1) x ist genau dann Beriihrpunkt der Menge A, wenn es eine Folge (an)
in A gibt, die x als Verdichtungspunkt besitzt.
(2) x ist genau dann Grenzwert der Folge (xn), wenn jede Teilfolge

(xp
1

(3) x ist genau dann Verdichtungspunkt der Folge (xn), wenn eine gegen

) von (xn) den Punkt x als Verdichtungspunkt besitzt.

x konvergierende Teilfolge (x, ) von (xn) existiert.
i

(4) x ist genau dann Grenzwert der Folge (xn), wenn die Mischfolge

XrXqrX Xo, XeXgyeoo konvergiert.
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(5) die Menge aller Verdichtungspunkte einer Folge ist abgeschlossen.

1.3.21 AUFGABEN
Priifen Sie die Richtigkeit folgender Behauptungen:

(1) Eine Folge (xn) konvergiert genau dann gegen X, wenn jede Teilfolge
von (xn) eine Teilfolge besitzt, die gegen x konvergiert.

(2) Eine Folge (xn) konvergiert genau dann, wenn jede Teilfolge von (xn)
eine konvergierende Teilfolge besitzt.

1.3.22 AUFGABEN
Eine Folge (Xn) heiBt fast konstant, falls ein n, so existiert, daB flir

alle n 2 ng, m 2 ng gilt: X, = X Zeigen Sie:

(1) in jedem metrischen Raum konvergiert jede fast konstante Folge

(2) jede konvergente Folge eines endlichen metrischen Raumes ist fast
konstant

(3) jede konvergente Folge eines diskreten metrischen Raumes ist fast
konstant

(4) folgende Bedingungen sind Hdquivalent:
(i) alle konvergenten Folgen in X sind fast konstant
(ii) alle Teilmengen von X sind abgeschlossen
(iii) alle Teilmengen von X sind offen
(iv) alle einelementigen Teilmengen von X sind offen.

(5) Fir jedes n sei xB = (x;) ein Element von Bair (X). Die Folge (x™)
konvergiert in Bair (X) genau dann, wenn fir jedes feste m die Fol-
ge (x:) fast konstant ist.

1.3.23 AUFGABE
Konstruieren Sie eine Metrik d auf Q so, daB die Folge (%) in (Q.d)

gegen 1 konvergiert.





