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GLOSSAR ZU § ]

Definition

Axiome fiir eine Metnik @ : X x X —> Bi+ = {x € RIx 2 0}:

M1) dix,y) 0 = x=y fir x € X, y € X
(M2) adix,y) d(y,x) fir x € X, yv € X
(M3) d(x,y) € d(x,z) + d(z,y) fir x € X, y € X, z € X

X := (X,d) metnischer Raum (1.1.1)

Spezielle Metriken

(1) X beliebige Menge
Dishrnete Metrnik
0 fir x =y

dD(X,Y) = (1.1.2)
1T fiir x # y

(2) X = R%; x = (x,,...0%), ¥ = (Yq,e-0yy) € RO
(a) Eukfidische Meinik
n 2 1/2
dp(x,y) = (‘Z Ix; - y;! ) (1.1.2)
i=1
(b) Maximum-Metrik
4y (x,y) = max{lx; - y,| [-1=1,...,n} (1.1.3)
(c) Summen-Metaik
n
ds(x,y) = ‘E Ixi - yil (1.1.3)
i=1
{3) X # @ beliebige Menge
B(X) = {f : X > R| f beschrédnkt}
f,9 € B(X)
Supremum-Metnik auf B(X)
d{f,g) = sup If(x) - g(x)| (1.1.4)
x€X

X = (X,d) metrischer Raum; A,A’,B,B',U c X, x,y € X

7

(xn), (Yn) Folgen in X, O < r € R.

Ofgene Kugel mit Zentrnum x € X und Radius r > O
S(x,r) = {y € XI| d(x,y) < r} (1.1.170)

Teinaum A = (A, d | A x A) (1.1.9)
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Abstand von Mengen

o , falls A

dist(A,B)

@ oder B = ¢

inf{d(a,b)la € A,b € B}, falls A+@ # B.

dist(x,B) dist({x},B)

(1.2.1)

x Beridhrpunkt von A
s dist(x,A) = O (1.2.3)
o Yr>0 : S(X,L)NAFx@ (1.2.4)
e+ x nicht innerer Punkt

von X\A

x dnneren Punkt von B

= dist(x,X\B) > O

= 3Ir>0 : S{x,r)cB

= X nicht Beridhrpunkt
von X\B

(1.2.15)

(1.2.16)

abgeschiossene HilLLe [AbschluB)

cffenen Kean (Innenes)

von A ven B

cl A = {x € XIx Beridhrpunkt int B = {x € XIx innerer Punkt
von A} (1.2.9) von B} (1.2.17)

el X =X 4y (1.2.14(1)) int X =X 3 (1.2.23(1))

cl g =29 int g =9

AcclA int Bc B

A ch' = cl A ccl A B < B' = int Bcint B'

cla ua=cl aucta 121 4t (BaB)=int Bnintp (1219

cl(cl A) =rcl A int(int B)=int B

cl A = X\int(X\A) (1.2.32(1)) int B = X\cl(X\B) (1.2.18)

A abgeschlossen

s A = ¢l A (1.2-12]
= Yr>0 : (S(X,r)NA)+@ = X €A
(1.2.4)

B offen
< B = int B

e Yx €B 3r>0 : S(x,r)c B

(1.2.20)

Abgeschlossenheit bleibt

erhalten bei Bildung

-~ beliebiger Durchschnitte

- endlicher Vereinigungen
(1.2.14(2), (3))

Offenheit bleibt
erhalten bei Bildung

- endlicher Durchschnitte

- beliebiger Vereinigungen
(1.2.23(2),(3))

cl A kleinste abgeschlossene
Menge, die A umfaft (1.2.13)

int B gr&Bte offene
Menge, die in B liegt

(1.2.24)
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A abgeschlossen
e X\A offen

(1.2.22)

=

B offen

X\B abgeschlossen (1.2.22)

A , B benachbant

dist{(A,B) = O

u Umgebung von x

X innerer Punkt von U
(1.2.25(1))

x kein Berihrpunkt von X\U
(1.2.23(1))

dist(x, X\U) > O

U Umgebung von A

U Umgebung von a
fir alle a € A
va € A : dist(a,

(1.2.25(2))
X\U) > O

[=]

gleichmdBige Umgebung von A

11

3r > 0 : S(a,r) < U

fiir alle a € A (1.2.25(3))

Ir > 0 : d(a, X\U) =2 r

fiir alle a € A

dist (A,X\U) > O

A und X\U nicht benachbart
(1.2.28(2))

(xn) konvengient gegen x

(xn) - X

jede Umgebung von x
enthdlt fast alle X,
(1.3.1(1))

= (d{x,x,)) =+ O (1.3.2)
x Grenzwent von (xn) - (xn) - X (1.3.6)
x Vendichtungspunkt von (x)) — jede Umgebung von x enthdlt

unendlich viele X,
(1.3.1(2))

0 Verdichtungspunkt

von (d(x,xn)) (1.3.3)
3 Teilfolge (xni) von
(xn) mit (xni) - X

(1.3.20(3))

(xn) - x

x Verdichtungspunkt von (xn)
(1.3.4)
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% Berithrpunkt von A - axnin A (xn) - x (1.3.11)
L i anin A : x Verdichtungspunkt
von (xn) (1.3.20(1))
(xn), (yn) benachbart = (d(xn,yn)) - 0 (1.3.12)
A, B benachbart = Elxn € A, Yq € B :

(Xn), (y ) benachbart
(1.3.17)

(xn), (yn) benachbart = fiir alle unendlichen M ¢ IN
sind {xmlm € M} und
{ymlm € M} benachbart (1.3.18)

Die in diesem Paragraphen flir einen metrischen Raum eingefiihrten Be-
griffe und ihre Beziehungen zueinander werden durch das im folgen-
den dargestellte Schema festgehalten. (Dabei bedeutet

" ——& " , daB man aus der Definition A mittels der im
Anschluff aufgefiihrten Aussage (n) die Definition B folgert.)

(dist(A,B) ] &} > [dlx,y) ]
N V4
benachbarte benachbarte
Mengen <} {> Folgen

gleichmaBige
2> Umgebungen

N/
Beriuhr- Grenzwerte
punkte <l /b von Folgen

| E:

:232853122— innerer Kern Verdichtungspunkte
cl A é > int A von Folgen

:

abgeschlos
sen @-‘} [__offen
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(1) dist(A,B) = inf{d(a,b)la € A,b € B} (A # @ # B)
(2) d(x,y) = dist({x}, {y})
{(3) A und B sind benachbart < dist(A,B) = O

(4) (xn) und (yn) sind benachbart
s ¥Ye >0 3n Vm 2 n d(xm,ym) < E

(5) A und B sind benachbart
s es gibt Folgen (an) in A und (bn) in B,
die benachbart sind

(6) (xn) und (yn) sind benachbart
e fiir jede unendliche Teilmenge M von IN sind
die Mengen {xmlm € M} und {ymlm € M} benachbart

(7) A und B sind benachbart
~ (X\B) ist keine gleichmiBige Umgebung von A

(8) B ist gleichmdBige Umgebung von A
e A und X\B sind nicht benachbart

(9) x ist Beriihrpunkt von A
o+ {x} und A sind benachbart

(1o) A ist Umgebung von x
=+ A ist gleichméBige Umgebung von ({x}

(1) (xn) - X e (xn) und (x) sind benachbart

(12) x ist Beridhrpunkt von A
~+ es gibt eine Folge (an) in A, die x als
Grenzwert (Verdichtungspunkt) hat

(13) x ist Berilhrpunkt von A
o+ (X\A) ist keine Umgebung von x

(14) A ist Umgebung von x e= x ist nicht Berlihr-
punkt von X\A

(15} (xn) -+ x = jede Umgebung von x enthidlt fast
alle Glieder von (xn)

(16) x ist Berilihrpunkt von A e x € cl A
(17) A ist Umgebung von x e= x € int A
(18) siehe (16)

(19) siehe (17)

(20) cl A = X\int (X\A)

(1.2.1)

(1.2.3)

(1.3.12)

(1.3.17)

(1.3.18)

(1.2.32(1))

(1.2.28(2))

(1.2.3)

(1.2.26(3))

(1.3.13)

(1.3.11 und
1.3.20(1))

(1.2.28(1))

(1.2.28(1))

(1.3.17)
(1.2.9)

(1.2.25(1))

(1.2.32(3))
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(1.2.18)

(1.2.20)

(21) int A = X\cl(X\A)
(22) cl1 A =n{Bc XIAc B, B abgeschlossen} (1.2.13)
(23) int A = U{B < XIB € A, B offen} (1.2.24)
(24) A abgeschlossen e= A = ¢l A (1.2.12)
(25) A coffen e= A = int A
{26) A abgeschlossen e (X\A) offen
(27) A offen e= (X\A) abgeschlossen
(28) (xn) + x e=e x ist Verdichtungspunkt jeder Teil-

folge von (xn) (1.3.20(2))

(29) x ist Verdichtungspunkt von (xn)

= es gibt eine Teilfolge von (xn), die x als

Grenzwert hat

(1.3.20(3))

(30) A abgeschlossen e= A enthdlt alle Beriihrpunkte

von A

(31) A offen e= A ist Umgebung jedes ihrer Punkte

GLOSSAR 2U § 2

f: X » X' sei eine Abbildung zwischen metrischen R&umen X = (X,d)

und X' = (X',d").
f ist stetig in x € X o=

ve > 0 36 > O Vy € X
(d(x,y) < 6§ = d'(£(x),£(y)) < €)

fiir jede Umgebung U von f(x) in X' ist
£ o) Umgebung von x in X

fiir jede Folge (xn), die in X gegen x
konvergiert, konvergiert die Folge
(f(xn)) in X' gegen f (x)

filr jede Teilmenge A von X, die x als

Beriihrpunkt hat, ist f(x) Beriihrpunkt
von flA]} in X' (2.1.1/2.1.2)

f ist stetig e f ist stetig in jedem x € X

s fir jede
offen in

offene Teilmenge A von X' ist £ (a]

X

(1.2.22)

(1.2.22)

(1.2.12)

(1.2.20 und
1.2.25(1))
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< flir jede abgeschlossene Teilmenge A von X' ist

£ 1(A] abgeschlossen in X

f ist gleichmdBig stetig < Ve > 0 36 > O ¥vx € X vy € X

(d(x,y) <6 = a' (E(x),£(y))

(2.1.3/2.1.4)

< €)

~— fiir jede gleichmdBige Umgebung U einer

Menge A in X' ist £ U] eine gleich-

médBige Umgebung von f-1[A] in X

< fiir je zwei benachbarte Mengen A und B
in X sind £[A] und f[B] benachbart

in X'

«= fiir je zwei benachbarte Folgen (xn)
und (y,) in X sind (£(x,)) und (£ly))
benachbart in X' (2.1.5/2.1.6)

Spezielle (gleichmdBig) stetige Abbildungen:

inv:

add:

mult:

pi:

dist (-

AB®

Satz:

R\{0} - IR stetig, nicht gleich- (2.1.9/2.1.10)
x b x| miBig stetig
R2or gleichmiBig stetig (2.1.9/2.1.70)
(x,y) b x+y
322 - R stetig, nicht gleich- (2.1.9/2.1.10)
(x,¥y) b x-y méBig stetig
R” » R gleichnifig stetig (2.1.11/2.1.12)
(x1,...,xn) - Xy
JA): X » IR gleichmdBig stetig (2.3.2)
x b» dist(x,d) (fir A # @)
- R
X > dist(x,A)- (dist(x,A)+dist(x,B))
Uap stetig fiir cl1 A A cl B =@
Unp gleichnifig stetig, genau dann
wenn A und B nicht be-
nachbart sind (2.3.3)
Sind f: X - X' und g: X' - X" (gleichmifig)
stetig, so ist auch gef: X - X" (gleichmidBig)
(2.1.7)

stetig.
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Fortsetzbarkeitssdtze: Die folgende Tabelle zeigt, fiir welche der

untersuchten metrischen Riume Y es stets mdglich ist, jede (gleich-
midBig) stetige Abbildung von einem abgeschlossenen Teilraum eines
metrischen Raumes X nach Y (gleichmdBig) stetig auf X fortzusetzen:

_Y_ =
r T
(o0,1] ]Jo,1( R
stetige + + +
- Fortsetzbarkeit (2.3.5) (2.3.6) (2.3.7)
gleichmdBig stetige + + -
Fortsetzbarkeit (2.3.5) (2.3.6) (2.3.1(4))

Isomorphien und Xquivalenzen:

Eine bijektive Abbildung f: X - X' zwischen metrischen Riumen
heigt

‘metrischer
uniformer Isomorphismus, falls sowohl die Abbildung
| topologischer
£: X - X' als auch die Abbildung £ ': X' = X
[abstandserhaltend
gleichmdfig stetig ist.
[stetig (2.2.1)
uniform
Metriken d und 4' auf X heiBen topologisch

dquivalent, wenn die Identitét idX: (X,d) » (X,d') ein

uniformer Isomorphismus ist. (2.2.1)
topologischer
d uniform dquivalent zu 4‘' = (A benachbart zu B bzgl. d e

A benachbart zu B bzgl. 4°')

L ad ((xn) benachbart zu (y_ ) bzgl.
d e (xn) benachbart zu (yn)
bzgl., 4')

o (A gleichmdBige Umgebung von B
bzgl. d e= A gleichm#éBige Um-
gebung von B bzgl. 4') (2.2.5)
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d topologisch &dguivalent zu 4' e=

GLOSSAR 27U §

X = (X,d) me

Teilmengen v

3

trischer Raum, A& c X,

on X:

A Gg - Menge

(A abgeschlossen bzgl. d ==
A abgeschlossen bzgl. d')

(A offen bzgl. d — A offen
bzgl. 4')

(x Beriihrpunkt von A bzgl.
d = x Berilhrpunkt von A
bzgl. d'})

(A Umgebung von x bzgl. d < A
Umgebung von x bzgl. 4d')

(x Grenzwert von (xn) bzgl.
d &= x Grenzwert von (xn)
bzgl. d'") (2.2.6)

(xn) Folge in X

in X e= A ist Durchschnitt einer Folge offener

Teilmengen von X (3.2.7)
A dichi in X — cl A =X (3.2.1
A nirgends dicht
in X = int ¢l A =@ (3.4.1)
A mager in X <~ A von 1. Kategorie in X
= A ist Vereinigung einer Folge nirgends
dichter Teilmengen von X (3.4.1)
A fett in X < A von 2. Kategorie in X
<> A nicht mager in X (3.4.1)
diam A = 0 , falls 8 = ¢
sup{d(a,b)la € A und b € A}, falls A = ¢
Beispiele: (o,1] ] r N
Gg-Menge in R + (3.;.8) + +
dicht in R - + + -




[o,1] ) B N
nirgends dicht in R - - - +
mager in IR - + - +
fett in IR + - + -

Folgen in X:

(x)) Cauchy-Folge in X e= ¥e > 0 3n Vvm 2 n dx . x ) <e

= lim (diam{xm|m 2 n}) =0 3.1.1
noe 3.1.3
= je zwel Teilfolgen von (xn) 3.1.14

sind benachbart

(xn) - X = (xn) Cauchy-Folge und x Verdichtungspunkt
von (x ) (3.1.8)

Vollstdndigkeit:

X vollfstindig = jede Cauchy-Folge in X konvergiert

e= fiir jede monoton fallende Folge A1,A2,...
nicht-leerer Teilmengen von X mit
lim (diam An) = 0 gilt nﬁ1 cl An # 0
n-e = (3.1.9/3.1.13)
X topologisch
vollatdndig < X ist zu einem vollstdndigen metrischen

Raum topologisch isomorph (3.5.1)

Vollstédndigkeit von Teilrdumen:

vollstédndigen

Ein Teilraum A eines [topologisch vollsténdigen]
vollstédndig

metrischen Raumes X ist genau dann [topologisch vollsténdig] !
abgeschlossene

G5 -

wenn A eine [ Menge in X ist. (3.1.10/3.5.6)

Fortsetzbarkeit von Abbildungen in vollstdndige Riume:

Zu jeder gleichmifig stetigen Abbildung £: A - Y eines dichten
Teilraumes A eines Raumes X in einen vollst#indigen Raum Y existiert
eine eindeutig bestimmte gleichmdBig stetige Fortsetzung g: X - XY
von f. (3.2.3)
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Zu jeder stetigen Abbildung f: A -+ Y eines Teilraumes A eines Rau-
mes X in einen topologisch vollstédndigen Raum Y existiert eine A
umfassende Gg~Menge B in X und eine stetige Fortsetzung g: B -~ ¥
von f. (3.2.13/3.5.10(1))

Beispiele vollstdndiger Rdume:

3.7.11

vollstédndig + + - - -
3.5.4

topologisch vollstédndig + + + + - 3.5.7
x Fixpunkt von £: X » X e f(x) = x (3.3.1)
f: X -+ X kontrahierend «— 3q < 1 VX € X Vy € X

d(f(x), £(y)) < q-d(x,y) (3.3.3)
Banachschen Fixpunktsatz: Jede kontrahierende Abbildung
f: X - X eines nicht-leeren, vollstidndigen metrischen
Raumes in sich hat genau einen Fixpunkt. Flir jedes x € X
konvergiert die Folge (£ (%)) gegen diesen Fixpunkt, (3.3.4)
X von 2. Kategondie e« X von 2. Kategorie in X (3.4.1)
Baifneschenr Kategondiensatz: Jeder nicht-leere, topologisch
vollstidndige metrische Raum ist von 2. Kategorie. (3.4.3/3.5.2)

DEFINITION

Ein metrischer Raum Y heifit Vervollstdndigung des metrischen

Raumes X, wenn gilt:
(1) ¥ ist ein vollstédndiger metrischer Raum.
(2) X ist ein dichter Teilraum von Y. (3.6.1)

VERVOLLSTANDIGUNGSSATYZ

Jeder metrische Raum X hat eine bis auf metrische
Isomorphie eindeutig bestimmte Vervollstindigung
Compl X. (3.6.5/3.6.2)
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GLOSSAR 20 § 4

TOTALE BESCHRANKTHEIT

Totale Beschrédnktheit ist eine uniforme, aber keine
topologische Eigenschaft. (4.1.6)

Definition und Charakterisierung:

Aquivalent sind:
(1) X ist total beschrédnkt.

(2) X = ¢, oder fiir jedes r > O existiert ein r-Netz in X,
<

d.h. eine endliche Teilmenge A von X mit dist (x,A) r

fiir jedes x € X. (4.1.1)
(3) Jede Folge in X besitzt eine Cauchy-Teilfolge. (4.1.4)
(4) Jede Folge in X besitzt einen Verdichtungspunkt

in Compl X. : (4.1.4)
(5) Compl X ist total beschrédnkt. (4.1.11)
(6) Compl X ist kompakt. (4.2.5)
(7) X ist Teilraum eines kompakten Raumes. (4.2.5)
(8) X ist uniform isomorph zu einem Teilraum eines

kompakten Raumes. (4.2.5)

Verhalten gegen Konstruktionen:

Teilrdume und gleichmdBig stetige Bilder total beschridnkter
Riume sind total beschrédnkt. (4.1.5/4.1.10)

Eigenschaften:
(1) X separabel, d.h. X hat eine

héchstens abzdhlbare, dichte

X total beschridnkt = Teilmenge (4.1.14)
(2) X beschradnkt (4.1.7)
(3) Card X = ¢ (4.1.18)

KOMPARTHETT

Kompaktheit ist eine topologische Eigenschaft. (4.2.1)

Definition und Charakterisierung:

HAquivalent sind:
(1) X ist kompakt.
{2) Jede Folge in X besitzt einen Verdichtungspunkt. (4.2.1)



- 195 -

(3) X ist vollstdndig und total beschrénkt.

(4) Jede stetige Abbildung f: X - JR ist beschrinkt.

(5) Fir jede stetige Abbildung f: X - R hat die Menge
f[X] ein gr®Btes und ein kleinstes Element, oder
sie ist leer.

(6) Flir jede stetige Abbildung f: X - Y ist die Menge
f£(X] in Y abgeschlossen.

(7) Jede unendliche Teilmenge von X hat einen H#ufungs-
punkt.

(8) X besitzt keinen zu IN topologisch isomorphen ab-
geschlossenen Teilraum. )

(9) Jede monton fallende Folge A, D A, o A

1 2 3
nicht-leerer, abgeschlossener Teilmengen von X hat

D e

einen nicht-leeren Durchschnitt,.

(1o} Jede abzdhlbare offene Uberdeckung U von X ent-
hdlt eine endliche Uberdeckung V < U von X.

(11} Jede offene Uberdeckung U von X enthdlt eine end-
liche UYberdeckung Vv = U von X.

(12) Fir jede Menge A von aﬁgeschlossenen Teilmengen
von X folgt aus NA = ¢ die Existenz einer endlichen
Menge B < A mit NB = ¢@.

(13) Jeder topologische Isomorphismus f: X -+ ¥ ist ein
uniformer Isomorphismus.

(14) Jeder zu X topologisch isomorphe Raum ist voll-
stdndig.

(15) Jeder zu X topologisch isomorphe Raum ist total-
beschrédnkt.

(16) Jeder zu X topologisch isomorphe Raum ist be-

schrdnkt.

Verhalten gegen Konstruktionen:

(1) Jedes stetige Bild eines kompakten Raumes ist kompakt.

(2) Ein Teilraum A eines kompakten Raumes X ist genau

dann kompakt, wenn A abgeschlossen in X ist.

Eigenschaften:

(1) X total beschrinkt.

(2) X vollstdndig.

(3) Jedes stetige f: X - Y ist gleich-
médBRig stetig.

X kompakt =

(4.2.2)

(4.3.2)

(4.3.2)

(4.3.86)

(4.3.2)

(4.3.6)

(4.3.2)

(4.3.4)

(4.3.4)

(4.3.6)

(4.2.21)

(4.2.21)

(4.2.21)

(4.2.27)

(4.2.18)

(4.2.4)

(4.2.2)
(4.2.2)

(4.2.15)
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.(4) Jeder topologische Isomorphismus
f: X » Y ist ein uniformer Iso-
morphismus.

(5) Die uniforme Struktur von X ist
bereits durch die topologische

X kompakt = Struktur von X bestimmt., Insbesondere

gilt fir A,B c X:

A,B benachbart e cl A N cl B # @:;

B gleichm&éBfige Umgebung von A

«» B Umgebung von cl A.

| (6) Card X < c.

GLOSSAR 2U § §

Z2erlegungsmengen:

A uniforme Zerlegungsmenge von X e= dist(A,X\A) > O,

A Zerlegungsmenge von X < A offen und abgeschlossen in X.

Zusammenhang:

Zusammenhang ist eine topologische Eigenschaft, uniformer

Zusammenhang eine uniforme.

In folgendem Schema sind die Aussagen in jeder Spalte

dquivalent:

X zusammenh&ngend X uniform zusammenhdngend

Jede stetige Abbildung von X | jede gleichmdBig stetige

in einen zweielementigen Raum| Abbildung von X in einen

ist konstant zweielementigen Raum ist
konstant

fiir jede stetige Abbildung fiir jede gleichméBig ste-

f: X - R ist f[X] ein Inter-| tige Abbildung f: X - R

vall ist cl £(X] ein Intervall

@ und X sind die einzigen @ und X sind die einzigen

Zerlegungsmengen von X uniformen Zerlegungsmen-

gen von X

(4.2.17)

(4.2.12)

(4.2.13)
(4.3.5)

(5.1.9)
(5.1.11)

(5.1.4)

(5.1.71)

(5.1.17)
(5.1.20)

(5.1.10)
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X zusammenhidngend

X uniform zusammenh&dngend

jeder zu X topologisch iso-
morphe Raum ist uniform

zusammenh&ngend

X ist verkettet, d.h. fiir

jedes € > O und je 2 Punk-
te x und y von X existiert
eine Folge (x],...,xn) mit

Xp =%, X, =y und

n
d(x1,xi+1) < ¢ flr

i=1,,..,n"1

zu je zwei nicht-leeren Teil-
mengen A und B von X exi-
stiert ein x € X mit
dist(x,A) = dist(x,B)

Verhalten gegen Konstruktionen:

(Gleichmdgig) stetige Bilder (uniform)

Riume sind (uniform)

zusammenhdngender

zusammenhédngend.

Dichte Teilrdume uniform zusammenhdngender R&ume sind

uniform zusammenhdngend.

Ist ein dichter Teilraum von X (uniform)

Zusammen-—

hdngend, so ist auch X (uniform) zusammenhdngend.

Kompakte,

zusammenhdngende Rdume: Ein kompakter Raum ist

genau dann zusammenhdngend, wenn er uniform zusammen-

hidngend ist.

Schnittpunkte in zusammenhdngenden Rdumen: Ein Punkt x

eines zusammenhdngenden Raumes X heiBt Schnittpunkt

von x, wenn X\ {x} nicht zusammenh&ngend ist.

Zusammenhangskomponenten:

Raumes X gibt es unter allen x enthaltenden,

(uniform)

zusammenhdngenden Teilrdumen von X einen grdB8ten

K(x)(Ku(x)), genannt (uniforme) Zusammenhangskomponente

von x in X.

Totaler Unzusammenhang: Totaler Unzusammenhang ist eine

topologische Eigenschaft,

uniformer totaler Unzusammen-

hang eine uniforme Eigenschaft.

(5.1.31(4))
(5.1.14)

(5.1.31(5))

(5.1.3)

(5.1.6)

(5.1.5)

(5.1.27)

(5.1.23)

Zu jedem Punkt X eines metrischen

(5.1.29)

(5.2.5)
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In folgendem Schema sind die Aussagen in jeder Spalte

dquivalent:

X total-unzusammenhingend

X uniform total-unzusammen-

hdngend

jeder zusammenh&ngende
Teilraum von X enthidlt
h8chstens einen Punkt

jeder uniform zusammenhin-
gende Teilraum von X ent-
h&dlt hdchstens einen Punkt

jede stetige Abbildung
von einem zusammenh&dn-
genden Raum nach X ist
konstant

jede gleichmdBig stetige
Abbildung von einem uniform
zusammenh&ngenden Raum nach
X ist konstant

Verhalten gegen Konstruktionen: Jeder Teilraum eines (uni-

form) total-unzusammenhdngenden Raumes ist (uniform) to-

tal-unzusammenhédngend.

Kompakte, total-diskontinuierliche Rdume: Ist X kompakt,

so sind &dqguivalent:

(a) X ist total-unzusammenh&ngend.

(b) X ist uniform total-unzusammenh&ngend.

(c) Z2u jeder Umgebung U eines Punktes x € X gibt es eine

Zerlegungsmenge B von X mit x € B <« U.

(d) 2z2u jeder gleichm&pfigen Umgebung U einer Teilmenge

A von X gibt es eine uniforme Zerlegungsmenge B

von X mit A < B < U.

(5.2.1)

(5.2.10)

(5.2.4)

(5.2.12/5.2.13)

Cantorsches Diskontinuum D : ID ist duxch folgende

Eigenschaften (bis auf uniforme Isomorphie) charakteri-

siert:

(0) © # @.

(1) ID ist kompakt.

(2) D ist total-unzusammenhingend.
(3) D ist in sich dicht.

Fortsetzbarkeitssdtze flir das Cantorsche Diskontinuum:

(1) Jede stetige Abbildung von einem abgeschlossenen

Teilraum von ID in einen nicht-leeren metrischen

Raum hat eine stetige Fortsetzung auf ID.

(5.3.4)

(5.3.13)
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(2) Jede gleichmdBig stetige Abbildung von einem
Teilraum von D in einen nicht-leeren, voll-
stdndigen metrischen Raum hat eine gleich~
mdBig stetige Fortsetzung auf D,

Midchtigkeit kompakter Riume: Jeder nicht-leere, in

sich dichte, kompakte metrische Raum hat die M&ch-
tigkeit c.

Zerbrechlicher Kegel X : X hat u.a. folgende Eigen-
schaften:
(0) Card IX = c.

(1) X ist zusammenhdngend.

(2) Es existiert ein x € X, so daB K \{x} total-unzu-
sammenhdngend ist.

GLOSSAR 2U § §

Konvergenz in Funktionenrdumen:

Y Menge, X metrischer Raum, f,fn: Y -+ X Abbildungen.
(fn) konvergiert einfach gegen £

= Vy €Y (f (y)) » £(y) in X.

(fn) konvergiert gleichmidBig gegen f

e Ve >0 3n VYm2n Vy €Y d(fm(y),f(y)) < €.

Metriken in Funktionenrdumen: Sei diam X < 1.

(1) Die Metrik dgl(f,g) = sup{d(f(y).gly))ly € Y} be-
schreibt die gleichmiBige Konvergenz auf Abb(Y,X).
(2) Y= {(1,...,n). Die Metrik

(5.3.14(4}))

(5.3.9)

5.4.2
5.4.3
5.4.4

(6,0.1)

(6.0.2)

(6.0)

dn((x1,...,xn),(y1,...,yn)) = max(d(x1,y1),...,d(xn,yn)}

n

beschreibt die einfache Konvergenz auf Xx". X = (x",a).

(3) Y= IN. Die Metrik

= 1
dnq((xn).(yn)) = sup[n d(xn,yn)ln € N} beschreibt

die einfache Konvergenz auf XIN. XIN = (x]N 'd]N ).

(4) Y = IR. Es gibt keine Metrik, welche die einfache
Konvergenz auf Abb(IR,IR) = r R beschreibt.

n

(6.1.6)

(6.2.5)

(6.6.1)
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Eigenschaften von Funktionenrdumen:

Fliir jede der folgenden Eigenschaften E metrischer Rdume

sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) X hat die Eigenschaft E.

(b) Es gibt ein n € N, so da8 X die Eigenschaft E hat.
(c) Fir jedes n € N hat X" die Eigenschaft E.

(d) gfi hat die Eigenschaft E:

Vollstdndigkeit (6.1.8 /6.2.8)
Totale Beschrédnktheit (6.1.9 /6.2.9)
Kompaktheit (6.1.10/6.2.10)
Topologische Vollstdndigkeit (6.1.11/6.2.11)
Separabilitdt (6.1.12/6.2.12)
(Uniformer) Zusammenhang (6.1.13/6.2,13)
(Uniformer) totaler Unzusammenhang (6.1.14/6.2.14)
Eigenschaften von ¥ = éﬂi:

(1) Flir jedes n € W sind Y und XE uniform isomorph, (6.2.16(2))
(2) ¥ und ¥® sind uniform isomorph. (6.2.16(1))
(3) Gilt Card X 2 2, so ist Y in sich dicht. (6.2.15)

Spezielle R&dume:

{0,1]IN ist zum Cantorschen Diskontinuum ID uniform

isomorph. (6.3.2)

nqnq ist zu P topologisch (jedoch nicht uniform) (vgl., 6.2.14))
isomorph. (6.5.3)

® = [0,1]1™ heist Hilbert-Quader. (6.4.1)

Struktursédtze:

(1) Bquivalent sind: (a) X ist kompakt.
{b) X ist zu einem abgeschlossenen
Teilraum von HH topologisch
(bzw. uniform) isomorph.
(c) X ist {gleichm&Big) stetiges
Bild von D oder leer. (6.4.9)

(2) Bquivalent sind: (a) X ist kompakt und total-unzu-
sammenh&dngend.
(b) X ist zu einem abgeschlossenen
Teilraum von D topologisch

{bzw. uniform) isomorph. (6.3.3)
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(3) Bquivalent sind: (a) X ist total beschrénkt.
(b) X ist Teilraum eines kompakten
Raumes.
(¢} X ist zu einem Teilraum von H_

uniform isomorph. (6.4.70)

(4) Aquivalent sind: (a) X ist separabel.
(b) X ist zu einem total beschrénk-
ten Raum topologisch isomorph.
(c) X ist zu einem Teilraum von IH

topologisch isomorph. {(6.4.8)

(5) Bquivalent sind: (a) X ist separabel und topologisch
vollstdndig.
(b) X ist zu einem Gg-Teilraum von
H topologisch isomorph. (6.4.11)

Fortsetzbarkeitssatz filir stetige Abbildungen aus kompakten,

total-unzusammenhdngenden Rdumen: Jede stetige Abbildung

von einem abgeschlossenen Teilraum eines kompakten, to-
tal-unzusammenhdngenden Raumes X in einen nicht-leeren

metrischen Raum hat eine stetige Fortsetzung auf X. (6.3.4)

GLOSSAR 2U § 7

Topologie-Axiome (7.1.1)

(T1) cl g=¢

(T2) A cclA

(T3) cl(AUB) =clAuclB

(T4) cl{cl a) =cl A

Symmetrie: x € cl{y} e= y € cl{x}

f: (X,cl) » (X',cl') stetig e= v A € X: flcl A) < c1'£(Aa] (7.1.1)

Flir jede Metrik 4 ist cld eine symmetrische Topologie

auf X. Stetigkeit im metrischen Sinne bedeutet Stetigkeit

im topologischen Sinne. Topologische Kquivalenz von Me-

triken bedeutet Gleichheit der induzierten Topologien. (7.1.2)

Nachbarschafts-Axiome

(N1) A8 B=RB&A
(N2) A S8 B=2AA=g



- 202 -

(N3) AnNBs+@=A8B8B
(Nd) A & (BUC) « (A S B oder A 6§ C)

(N5) A & (c16B) = A 6 B mit c1513 = {x € X|{x} & B) (7.2.1)

Regularitdt: B gleichmdfige Umgebung von A = 3 C : B
gleichmdBige Umgebung von C und C gleich-
mdfRige Umgebung von A (7.2.6)

f : (X,8) - (X',8') gleichmiBig stetig
— ¥ A,BcX: (A&5B=£[A]&'£[B]) (7.2.1)

Flir jede Metrik 4 ist durch A & (d) B = distd(A,B) =0

eine reguldre Nachbarschaftsstruktur auf X definiert,

GleichmdBige Stetigkeit im metrischen Sinne bedeutet

gleichmidBige Stetigkeit im Sinne der induzierten Nach-
barschaftsstrukturen. Uniforme Hquivalenz von Metriken

bedeutet Gleichheit der induzierten Nachbarschaftsstruk-

turen. (7.2.2/7.2.7)

Fiir jede Nachbarschaftsstruktur & ist cl6 eine symme-
trische Topologie. GleichmdBig stetige Abbildungen im
Sinne der Nachbarschaftsstrukturen sind stetig im Sinne

der induzierten Topologien. (7.3.1)

Fiir jede symmetrische Topologie cl ist durch

A &65(d) Beecl ANcl B+ @ eine Nachbarschaftsstruktur

6(cl) definiert. Stetige Abbildungen im Sinne der Topo-

logien sind gleichméfig stetig im Sinne der induzierten
Nachbarschaftsstrukturen. (7.3.2/7.3.4(5)

Induzierte Strukturens:

Metrik symmetrische Topologie
d Nachbarschaftsstruktur cl
6(d) 6] 5(cl)

cly = clg(d) clg C15(c1) = cl

symmetrische Topologie

Begriffsgefiige (zum folgenden Diagramm)

Die ausgezogenen Pfeile, soweit sie sich nur auf die Nach-
barschaftsstruktur bzw. die Topologie beziehen, gelten in
allen Nachbarschafts~ bzw, topologischen Rdumen.
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Sdmtliche gestrichelten Pfeile gelten in allen metrischen

Rdumen, jedoch nicht in allen Nachbarschafts-~ bzw. topo-
logischen Rdumen,
metrische
Struktur
benachbarte gleichmidfige (regulére)
Mengen <§————————{>> Umgebungen Nachbarschafts-
g D! XJ g g struktur
Grenzwerte i [Verdichtungs-
von Folgen] 121>l punkte von
l ‘¥ |Folgen
Laiatadr J
\‘22 J
\Vl
Beriihrpunkte 4&____-———4;> Umgebungen
(symmetrische)
£\ topologische
(% Struktur

$

abgeschlossene offene
Mengen < I’ @ Mengen

abgeschlossene offener Kern
Kiillle cl <b_‘ l> Kern int

>

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

A gleichmdBige Umgebung von B
=+ B und X\A nicht benachbhart

A und B benachbart

«+ X\B keine gleichmifige Umgebung von A
x Beriihrpunkt von A

e~ {x} und A benachbart

A Umgebung von x

=+ A gleichmdBige Umgebung von {x}

x Berihrpunkt von A

=+ X\A keine Umgebung von x

A Umgebung von x
=+ %X kein Berlhrpunkt von X\A

(7.2.3)

(7.2.4(1))

(7.2.1(1))

(7.3.4(3))

(7.1.6(10))

(7.1.6(10))
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{(7) x Berihrpunkt von A e= x € cl A (7.1.4(1))

(8) x €claAa
e fiir jede Umgebung U von x gilt AN U * ¢ (7.1.6(9))

(9) A Umgebung von X e= x € int A (7.1.4(5))

(1lo) x € int A

= es gibt eine Umgebung U von x mit U c A (7.1.6(5))
(11) el A = X\int (X\A) (7.1.6(11))
(12) int A = X\cl (X\A) (7.1.4(4))
(13) ¢l A = n{B « XIA € B und B abgeschlossen} (7.1.6(3))
{(14) A abgeschlossen e+ A = cl A (7.1.4(2))
(15) int A = U{B < XIB < A und B offen} (7.1.6(7))
(16) A offen «= A = int A (7.1.6(8))
(17) A abgeschlossen o= X\A offen (7.1.6(13))
(18) A offen = X\A abgeschlossen (7.1.6(14))

(19) x Verdichtungspunkt von (xn)
+= jede Umgebung von x enthdlt unendlich viele
Glieder von (xn) (7.1.4(7))

(20) x Grenzwert von (x )
=+ x Verdichtungspunkt jeder Teilfolge von (xn) (7.1.6(16))

(21) x Verdichtungspunkt von (xn)
e es5 existiert eine Teilfolge von (xn), die x
als Grenzwert besitzt {(1.3.20(3))

(22) x Berihrpunkt von A
e es existiert eine Folge in A, die x als
Grenzwert besitzt (1.3,11)



