Kapitel 2

Algebraische Grundstrukturen

§6 Gruppen

In den Beispielen in Kapitel 0 hatten wir Mengen betrachtet, auf denen eine Addition
“+7 erklart war. Wir hatten gesehen, dafl die Rechengesetze in den betrachteten Féllen
weitgehend iibereinstimmten. Im folgenden wollen wir uns von den konkreten “Modellen”
l16sen und diese gemeinsamen Eigenschaften untersuchen.

Wir werden am Beispiel der Gruppen ein Stiick weit den axiomatischen Aufbau einer
Theorie verfolgen. Wir starten mit einem Axiomensystem, das aus bestimmten ausgewéahl-
ten Rechenregeln besteht. Wir werden dann weitere Regeln entwickeln, Teilstrukturen
studieren und Abbildung zwischen Gruppen, die die grundlegenden Rechenregeln respek-
tieren, betrachten. Schliefllich werden wir noch sogenannte Faktorstrukturen studieren.

(6.1) Definition: Sei G eine nicht leere Menge und o eine Abbildung von G x G nach G
(o wird auch Verkniipfung auf G genannt), die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Fiir alle a,b,c € G gilt ao (boc) = (aob) o c (Assoziativgesetz).
(2) Es gibt ein Element e € G (neutrales Element oder auch Einselement) mit
(o) eoa = a fiir alle a € G und
(6) Zu jedem a € G gibt es ein b € G (Linksinverses) mit boa = ¢
Dann heifit G eine Gruppe beziiglich o. Gilt zusétzlich
(3) Fur alle a,be G gilt aocb=boa

so nennen wir G eine kommutative oder abelsche! Gruppe.

IN. Abel *5.8.1802 Finno (Norwegen), 16.4.1829 Froland, als Stipendiat in Paris, Berlin und Italien,
leistete bedeutende Beitrége auf den Gebieten der algebraischen Gleichungen, elliptischen Kurven und
Reihenlehre
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Es ist iiblich, das Bild aob mit ab, manchmal auch mit a+b zu bezeichnen. Wenn es auf die
spezielle Verkniipfung nicht ankommt, werden wir dies auch so machen. Sollen gleichzeitig
die Verkniipfung “” und “4” auf einer Menge G betrachtet werden, so schreiben wir G(+)
bzw. G(+), um auszudriicken, welche Verkniipfung gerade betrachtet wird. Schreibt man
G(+), so wird man iiblicherweise das Element e mit 0 bezeichnen.

In dem Axiomensystem fiir eine Gruppe kommen G und o als Variable vor. Wir wissen
also weder, was wir verkniipfen, da die Gruppe G kein konkretes Objekt ist, noch - als
Folge davon - wie wir die Verkniipfung bewerkstelligen.

In der Anwendung miissen wir G und o durch konkrete Mengen bzw. Verkniipfungen
ersetzen. Jede aus den Axiomen hergeleitete Aussage gilt damit automatisch in jedem

Modell.

Neben der Moglichkeit der gleichzeitigen Untersuchung der Eigenschaften vieler mathema-
tischer Objekte gibt es noch einen zweiten Grund fiir das axiomatische Vorgehen. Bei der
Beschreibung von Vorgéngen in der Natur werden (undefinierte) Grundbegriffe und Zu-
sammenhénge zwischen diesen aus der Anschauung entnommen und in (unbeweisbaren)
Axiomen an den Anfang einer Theorie gestellt. Ist das Axiomensystem gut gewéhlt, so
ergeben sich weitere Ubereinstimmungen mit dem untersuchten Sachverhalt der Umwelt.
Ziel ist dann oft der Nachweis, daf§ bis auf Schreib- und Bezeichnungsweise nur ein Modell
fiir das Axiomensystem existiert. Wir werden dies bei der Untersuchung der Vektorrdume
genauer sehen.

(6.2) Beispiele: (a) Ist M # @ eine Menge. So ist (M) mit der Hintereinander-
ausfithrung von Abbildungen einer Gruppe. Siehe (3.15),(3.10), (3.11) und (3.13).

Sei M = {1,2,3} und f,g € (M) mit f(1) =1, f(2) = 3, f(3) = 2 und g(1) = 2,
g(2) =1, ¢g(3) = 3. Dann ist

(fog)(1)=3# (g0 f)(1) =2.
Also ist im allgemeinen (M) nicht abelsch.

(b) Z (+) ist eine Gruppe (abelsch)

(c) @(+) ist eine abelsche Gruppe; (@ \ {0})(+) ist eine abelsche Gruppe; (Z \ {0})(-)
ist keine Gruppe, da es zu 2 kein Inverses gibt !

(d) Sei M eine Menge P(M) die Potenzmenge von M. Fiir H,Y € P(M) setze
H+Y=(HUY)\(HNY)

Man nennt diese Verkniipfung auch symmetrische Differenz.
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Es ist P(M)(+) eine Gruppe: Zunéchst ist H+Y € P(M), also ist + eine Verkniipfung.

Assoziativitat: Seien ‘H,), Z2 € P(M). Dann miissen wir H+ (Y +2)=(H+)Y)+ Z
zeigen. Dazu sind zwei Inklusionen zu beweisen:

(@) H+(V+2)C(H+Y)+ 2, firalle”, Y, Z € P(M).

Sciue H+YV+Z)=HUQY+2Z)\HNQY+ 2))

Fall 1: w € H: Dannist u ¢ HN(Y+2), alsoist u ¢ Y+ 2, d.h. u & (YUZ)\ (YN Z). Ist
u € YNZ,soist uwegen u € H auch in HNY enthalten. Also ist u ¢ (HUY)\ (HNY) =
H+Y. Weiter ist u € Z, dh. u € (H+Y)UZ)\(H+Y)NZ)=(H+Y)+ Z. Ist
ug YNZ. Dannist u ¢ Yund u & Z,dau & Y+ Z war. Also ist u ¢ HN Y, d.h.
vue (HUM)\(HNY)=H+Yundue (H+Y)UZ)\(H+IV)NZ)=H+Y)+ Z.
Insgesamt ist also in Fall 1: u € (H+ Y) + Z.

Fall 2: w ¢ H: Dannistu € Y+ Z = (JYUZ)\(YN2Z). Istue Y soist u g Z.
Alsoistu e ( HUY)\(HNY)=H+Yundu e (H+Y)UZ)\(H+IY)NZ) =
(H+W)+Z. Istug Y, soistue Z. Alsoist u g (HUY)\ (HNY)="H+ Y und somit
ueE(H+YUZ)\(H+IY)NZ)=H+Y)+ Z.

Insgesamt ist («) fiir alle H, Y, Z € P(M) bewiesen.

(B) (H+Y)+ Z CH+(Y+ 2) fiir alle H, Y, Z € P(M).

Es ist offenbar A + B = B + A fiir alle A, B € P(M). Somit gilt:
(H+Y)+Z2 = Z+(H+Y) = Z+(V+H) € (Z2+Y)+H =H+(Z+Y) = H+(V+2).

(a)

Damit ist + assoziativ.

Neutrales Element: Das neutrale Element ist die leere Menge :

g+H=(UH)\(eNH)=H\o="mH fir alle H € P(M).

Inverse: Jedes Element ist zu sich selbst invers :

H+H=MHUH)\(HNH)=H\H=2.

Also ist P(M)(+) eine abelsche Gruppe.
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In der Definition der Gruppe gibt es gewisse Unsymmetrien. So wird z.B. von einem Links-
inversen gesprochen aber nicht von einem Rechtsinversen. Auch wird das Einselement nur
von einer Seite definiert. Wir hétten die Definition auch mit Rechtsinversen statt Links-
inversen geben konnen. Dann wére zunéichst ein anderer Gruppenbegriff definiert worden.
Im folgenden Satz wollen wir zeigen, dal diese Unsymmetrien nur scheinbar sind. Man
hétte natiirlich auch die Definition gleich symmetrisch machen kénnen, dies hétte dann
aber den Nachteil gehabt, dafl man, wenn man zeigen will, dafl eine gewisse Menge mit
einer Verkniipfung eine Gruppe ist, mehr nachweisen muf}, als mit unserer Definition.

(6.3) Satz: Ist G eine Gruppe mit neutralem Element e, so gilt:
(a) Es ist auch aoe = a fir allea € G.

(b) Ist foa = a fir ein f und allea € G, so ist f =e
(Eindeutigkeit des neutralen Elements).

(c) Istboa =e, so ist auch aob= e und b ist eindeutig bestimmit.

Beweis: (a) Sei a € G. Dann gibt es ein b € G mit boa = e und ein ¢ € G mit cob = e.
Das liefert

coe=co(boa) = (cobjoa=eoa=a.
(6.1)(1)

Also ist

a=coe=co(eoce) = (coe)oe=uaoe.
(6.1)(1)

(b)Esistf(:)foe:e

(c) Es gibt ein ¢ € G mit cob = e. Also ist

e = cob = co(eob) = co((boa)ob) = (co(boa))ob = ((cob)oa)ob = (eca)ob = aob.
(6.1)(1) (6.1)(1)

Seinun xoa =boa = e. Dann ist

x=zxoe=xo0(aob) = (roa)ob=cob=0.
(6.1)(1)

Also ist b eindeutig durch a bestimmt.O

Wir werden das zu a eindeutig bestimmte Element b mit b o a = e mit a~! bezeichnen.

Nun wollen wir weitere Rechenregeln beweisen.
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(6.4) Satz: Sei G eine Gruppe. Dann gilt:

a) Ista € G, soist (a™')™! =a.
)

(

(b) Sind a,b € G, so ist (ab)™* = b~ ta™t.

(c) Sind a,b € G, so gibt es eindeutig bestimmte x,y € G mit ax = b = ya.
(

d) Sind a,z,y € G mit ax = ay, so ist v = y. Ist xa = ya, so ist auch x =y.

Beweis: (a) Esist aa™ = e. Alsoist a = (a7!)7L.
(6.3)

(b) (b7'a H(ab) = b Hal(ab)) = b ((a"ta)b) = b (eb) = b~'b = e. Nach
(6.1)(1) (6.1)(1)
(6.3) ist dann (ab)™' =b"ta"t.

(c) Setze * = a~'b. Dann ist a(a™'b) = (aa™')b = b. Also ist = a~'b eine Losung.
Sei T eine weitere Losung. Dann ist aZ = b und somit e = b~ = b~ (az) = (b~'a)Z. Nun
ist 7 = (b~'a)™! = a~'b = x. Genauso folgt die Eindeutigkeit der Losung y = ba~! der
Gleichung ya = b.

(d) Ist az = ay, so ist x = (a 'a)r = a™(az) = a Y ay) = (a " a)y = y.
Ist za = ya, so ist a 'z~ = (za)™! = (ya)™' = a~'y~!. Nun folgt 27! = y~! und dann
auch z = y.O

Das Assoziativgesetz ist nur fiir 3 Elemente a,b, ¢ € G gefordert. Im Beweis von (6.3)(c)
haben wir aber gesehen, dafl man auch 4 verschiedene Elemente beliebig klammern kann.
Vom Rechnen mit reellen Zahlen sind wir gewohnt, Klammern einfach wegzulassen. Daf}
dies nicht nur fiir die reellen Zahlen sondern fiir beliebige Gruppen richtig ist, werden wir
im folgenden Satz sehen.

(6.5) Allgemeines Assoziativgesetz: Sei G eine Gruppe, ay,...,a, € G, (n > 1).
Jedes Produkt aq,...,a, mit beliebiger sinnvoller Beklammerung liefert denselben Wert.
Genauer (mathematischer!). Definiere rekursiv:

P(ay) ={a1}, P(ay,a2) = {a1as}, P(ay,as,a3) = {a1(azas) = (ajaz)as}.

Allgemein:
P(ay,...,ax) ={zy |z € P(ar,...,am),y € P(ami1,-..,ax) fir ein m mit 1 <m < k}.
Dann enthilt P(ay,...,a,) genau ein Element, namlich

ar(asz(ag(...ay))...) = aras...ay,.
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Beweis: Wir beweisen die Behauptung, daf§ P(aq,...,ax) genau ein Element enthélt,
durch Induktion nach k.

k=1: P(ay) = {a,} ist klar.
k > 1: Die Behauptung sei fiir alle m < k bereits bewiesen.

Seizy € P(ay,...,a;). Dannist x € P(ay,...,an),y € P(ami1,...,ax). Sei zuerst m = 1.
Dann ist z = a;. Per Induktion besteht P(as,...,a;) nur aus einem Element, ndmlich
as(as(...ag))...). Alsoist xy = as(as(. .. ag)...).

Sei nun m > 1: Wie eben besteht per Induktion P(ay,...,a,) nur aus dem einzi-
gen Element aq(as(...am)...). Setze z = as(as(...ay))...). Dann ist * = a2z mit
z € P(ag,...,an). Esist

ry = (a12)y a1 (zy)

(6.1)(1)

Nun ist zy € P(ag,...,ax) = {az(as(...ax)...)}. Also ist zy = a1 (az(...ax))...).

Damit ist der Satz bewiesen.O

Wir wollen die Axiome noch in einem anderen Licht betrachten. Sei a € G fest gewéhlt.
Wir betrachten

re 1 G — G : x — x o a( Rechtstranslation)

lo 1 G — G :x — aox( Linkstranslation)

Beides sind Abbildungen. Nun besagt (6.4)(c), daf8 r, und [, beide surjektiv sind, und es
besagt (6.4)(d), dal beide injektiv sind. Also sind sowohl Rechtsmultiplikation als auch
Linksmultiplikation in Gruppen bijektive Abbildungen. Es gilt aber auch die Umkehrung.
Ist G eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung, so folgen die anderen Axiome der
Gruppe aus der Forderung, dafl r, und [, fiir alle a € G bijektive Abbildungen sind.

Sei a € G. Dann gibt es zu a ein e,, so dafl e, o a = a ist (Surjektivitdt von r,). Sei nun
b € G beliebig gewihlt, so gibt es ein y € G mit b = aoy (Surjektivitéit von [,). Das liefert
nun

€aob=¢e,0(a0y)=(eaca)oy=aoy=>

Somit ist e, ein neutrales Element, da die Surjektivitiat von ry liefert, daS es zu bein x € G
gibt, so dafl x o b = ¢, ist.
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Wir koénnen somit endliche Gruppen durch sogenannte Gruppentafeln beschreiben. Sei
G ={ay,...,a,}, so stellen wir eine Tabelle auf mit ¢ Zeilen und Spalten, deren Eintrége
an der Stelle (4,j) genau a; o a; sind. Die Bijektivitat von [, und r, bedeutet, daff in
jeder Zeile und Spalte jedes Element der Gruppe genau einmal vorkommt. Dies kann
man leicht nachpriifen. Will man dann entscheiden, ob die vorgegebene Menge mit dieser
Verkniipfung eine Gruppe ist, muss man nur noch die Assozitivatit nachpriifen.

Wir wollen dies an einem Beispiel erldutern. Sei G = {ay, as, az}. Gibt es eine Verkniipfung
auf G, so dafl G eine Gruppe wird ? Wir konnen annehmen, dafl a; das neutrale Element
ist. Dann lautet die erste Zeile der Gruppentafel aq,as, az. Das gleiche gilt fiir die erste
Spalte. Also

ayp az as
a9 * *
as * *

Da in der zweiten Zeile jedes Gruppenelement genau einmal vorkommen muf}, lautet sie
entweder ao, a1, asz oder as,as,a;. Im ersten Fall haben wir fiir die zweite Spalte bereits
as, a1, was dann as, ai, ag liefert. Dann wére aber in der dritten Zeile zweimal der Eintrag
asz, was nicht sei kann. Damit ist die Tafel festgelegt.

ap az as
a2 az ap
az ap; Qo

Wir miifiten nun nachpriifen, ob das Assoziativgesetz erfiillt ist. Dann hétten wir gesehen,
dafl es nur eine Verkniipfung gibt, so dafl G eine Gruppe wird. Wie wir spéter noch sehen
werden, gibt es eine Gruppe mit drei Elementen. Da wir gerade gesehen haben, dafl es
maximal eine solche Gruppe gibt, folgt nun, dal wir gerade die Verkniipfung fiir eine
Gruppe mit drei Elementen gefunden haben. Es gibt somit genau eine Gruppe mit drei
Elementen.

Wir konnten nun fortfahren, die Definition des Vektorraumes aus Kapitel 0 exakt zu ma-
chen. Wir wollen aber einen kleinen Abstecher in die Theorie der Gruppen unternehmen.
Dies kann spéater als Modell fiir die Untersuchungen von Vektorrdumen dienen. Die erste
Frage, die man sich in einer Strukturtheorie stellt, ist die nach Unterstrukturen.

(6.6) Definition: Sei G eine Gruppe mit Verkniipfung o. Eine Untergruppe von G
ist eine nicht leere Teilmenge U, die hinsichtlich o selbst eine Gruppe ist. Schreibe dafiir
U <G,

Der nachfolgende Satz gibt ein einfaches Kriterium dafiir, daf eine Teilmenge einer Gruppe
eine Untergruppe ist.
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(6.7) Satz: Sei G eine Gruppe mit Verkniipfung o undU C G, U # @. Dann ist U genau
dann eine Untergruppe von G, wenn die folgenden Bedingungen gelten.

(1) Fir alle u,v € U ist stets uov € Y.
(ii) Ist uw € U, so ist auch u™' € U.

Ist U] < o0, so geniigt (i).

Beweis: Nach (6.6) erfiillt eine Untergruppe (i) und (ii). Erftille nun umgekehrt ¢/ (i) und
(ii). Dann ist nur zu zeigen, daf e € U ist, wobei e das neutrale Element von G sei. Die
anderen formalen Axiome aus (6.1) gelten auch in U, da sie in G gelten. Da U nicht leer
ist, gibt es ein u € Y. Nach (ii) ist u=' € Y. Nach (i) ist e=uou™t € U.

Sei nun U endlich. Halte u € U fest. Die Abbildung f : U — U mit f(v) = u o v ist nach
(6.1)(2)(B) injektiv. Also haben U und f(U) die gleiche Méchtigkeit. Da U endlich ist, ist
dann [U| = | f(U)| und

U= {uov’v ceuy,

1 1

nach (5.7). Also ist u = wow fiir ein geeignetes v € Y. Nunist v = v 'ouov =u"'ou =e.
Damit ist e € U. Es gilt aber auch, dafl e = uow € U fiir ein geeignetes w € Y ist. Damit
ist ! = w € U und somit gilt (ii).0

(6.8) Beispiel: (a) Z(+) ist Untergruppe von IR(+). Aber IN(+) ist keine Untergruppe
von Z (+), obwohl (6.7)(i) gilt. Somit ist (6.7)(ii) fiir unendliche Gruppen nicht entbehr-
lich.

(b) Sei nZ = {nz|z¢€ Z}, n € IN. Dann ist nZ eine Untergruppe von Z. Dies
ergibt sich aus den folgenden drei Aussagen.
(1) nZ #2,da0enZ.

(2) Sind nzy,nz € Z, so ist

nz +nze =n(z + 22) EnZ.

(3) Ist nz € Z, so ist auch —nz =n(—2) e nZ.

(c) Die Symmetrien eines Korpers, d.h. alle (orientierungstreuen) Bewegungen des
Korpers, die ihn in sich selbst iiberfithren, bilden eine Gruppe. Wir betrachten den Wiirfel:
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Der Wiirfel hat die folgenden drei Typen von Dreh-Symmetrieachsen:

1. Achsen durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Fléichen:
Drehungen um 90°, 180°, 270°. Das ergibt 3 - 3 = 9 Drehungen.

2. Die raumlichen Diagonalen:
Drehungen um 120° und 240° zu den 4 Raumdiagonalen. Somit gibt es 4 -2 = 8
entsprechende Drehungen.

3. Achsen durch die Mitten gegeniiberliegender Kanten:
Drehung um 180°. Von diesen gibt es 6 Drehungen.

Zusammen mit der Identitdt haben wir somit 24 Symmetrien gefunden. Jede Symmetrie
des Wiirfels bildet eine Raumdiagonale wieder in eine solche ab. Also werden die 4 Raum-
diagonalen permutiert. Wenn wir diese mit 1,2, 3,4 durchnumerieren, so kénnen wir die
Symmetrien als Elemente der Gruppe ¥({1,2,3,4}) auffassen. Diese hat 24 Elemente.
Also haben wir alle Symmetrien gefunden.

Im vorherigen Beispiel hatten wir gesehen, dafl wir die Gruppe der Symmetrien eines
Wiirfels auch als die Gruppe der Permutationen der Raumdiagonalen auffassen kénnen.
D.h., dafl vom mathematischen Standpunkt beide Gruppen nicht unterscheidbar sind. Wir
wollen dies nun exakt formulieren.

Zunéchst diirfen die Grundmengen der Gruppen G und ‘H nicht unterscheidbar sein, d.h.
es gibt eine bijektive Abbildung

f:Gg—MH.

Aber auch die Verkniipfungen sollen gleich sein, d.h.

flgoh)=f(g)o f(h) firallegheg.

Beachte, dafl o auf der rechten und linken Seite eine verschiedene Bedeutung hat.

Im allgemeinen ist nicht nur der Fall, dafl f bijektiv ist, interessant, sondern auch, daf§ f
nur eine Abbildung ist. Diese wollen wir nun studieren.

(6.9) Definition: Seien (G,o01), (H,02) zwei Gruppen. Eine Abbildung f : G — H heifit
ein Homomorphismus, falls

flgorh) = f(g)oaf(h) fir alle g,h € G

gilt. Ist f surjektiv, so heilt f ein Epimorphismus. Ist f injektiv, so heifit f ein Mo-
nomorphismus. Ist f bijektiv, so heiit f ein Isomorphismus. Gibt es zwischen G und
‘H einen Isomorphismus, so schreiben wir G = H. Ist G = H und f ein Isomorphismus,
so nenne f einen Automorphismus.
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(6.10) Beispiele: (1) Esist f: Z(+) — R\ {0}(-) mit f(z) = r* (fiir festes r € IR)

ein Homomorphismus:

flzr+ 2) =172 = r20® = f(21) f(20)
(2) f: @(+) — @(+) mit f:a+bi — a— bi ist [somorphismus.

(3) Sei P = {a ‘ a € IR,a > 0}. Mit der Multiplikation der reellen Zahlen ist P eine
Gruppe. Sei
log : P — R(+)

der Logarithmus zur Basis e. Dann gilt
log(ab) = log(a) + log(b)

Also ist log ein Homomorphismus von P auf die additive Gruppe IR(+).

Sei a € IR. Dann ist
a = log(e®).

Also ist log ein Epimorphismus.

Ist log(a) = log(b), so folgt
a = elogla) — Joge) _

Also ist log : P — IR ein Isomorphismus.

(6.11) Lemma: Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e, G’ eine Gruppe mit neu-
tralem Element ' und f : G — G’ ein Homomorphismus. Dann gilt

(i) f(e) = €.
(i) f(a™) = f(a)™! fir allea € G.

Beweis: (i) f(e)e = f(e) = f(e-e) = f(e)f(e). Multiplikation mit f(e)~! liefert ¢’ = f(e)

(ii) f(a™")f(a) oo fla™a) = f(e) m ¢’ Also ist f(a™!) = f(a)™".0

Sei f : G — G’ ein Homomorphismus:

G g'

’—
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Seien a,b € G und f(a) = f(b). Dann ist ¢’ = f(a)~' f(b) e fla M) f(b) = fa D).
D.h.

f(a) = f(b) genau fiir a='b € f~{'}.

Es ist also sinnvoll, sich ndher mit f~{e'} zu befassen.

(6.12) Definition. Seien G und G’ Gruppen mit neutralen Elementen e bzw. ¢’ und

f:G — G’ ein Homomorphismus. Dann heif3t
Ker f:={x e G| f(x)=¢}
der Kern von f und
Im f:={f(z) |z € G}

das Bild von f.

(6.13) Lemma: Seien G und G' Gruppen, f: G — G’ ein Homomorphismus. Dann gilt
(a) Ker f ist eine Untergruppe von G.

(b) Im f ist eine Untergruppe von G'.

Beweis: (a) Esist f(e) = €. Also ist e € Ker f, d.h. Ker f # @.

Seien u,v € Ker f. Dann ist
Also gilt

Damit ist uv € Ker f. Weiter ist

f(l)_l — U)_l — 6/—1 — 6/
(6.11)(b)

Also ist v~ € Ker f. Nun folgt die Behauptung mit (6.7).
(b) Esist e = f(e) € Im f. Somit ist Im f # o.

Seien v/, v’ € Im f. Dann gibt es u,v € G mit
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Also ist u'v' = f(u)f(v) = f(uv) € Im f. Weiter ist: «'~! = f(u)™! = f(u™') € Im f. Nun
folgt die Behauptung mit (6.7).0

Bei Homomorphismen ist es besonders einfach zu entscheiden, ob sie injektiv sind.

(6.14) Lemma: Seien G und G' Gruppen und f : G — G' ein Homomorphismus. Dann
ist f genau dann ein Monomorphismus, wenn Ker f = {e} ist.

Beweis: (1) Sei f injektiv. Dann hat ¢’ hochstens ein Urbild. Wegen f(e) = €’ hat €
genau ein Urbild. Also ist Ker f = f~{¢'} = {e} .

(2) Sei Ker f = {e}. Seien a und b € G mit f(a) = f(b). Dann ist f(a™'b) =
fla)71f(b) =€ Also ist a~'b € Ker f = {e}. Damit ist a = b, d.h. f ist injektiv.O

Wie wir in (6.14) gesehen haben, kénnen wir leicht das Urbild des neutralen Elementes
kontrollieren. Dies geht aber auch mit jedem anderen Element, wie das néchste Lemma
zeigt.

(6.15) Lemma: Seien G und G' Gruppen und f : G — G' ein Homomorphismus. Dann
ist fiir jedes a € G:

f{f(a)} =aKerf :={at |t € Ker f}.

Beweis: Ist f(a) = f(b), so hatten wir bereits a~'b € Ker f gesehen, d.h. b € aKer f.

Sei umgekehrt b € aKer f, so ist a='b € Ker f, d.h.

¢ = f(a'b) = f(a) " f(b).
Also f(a) = f(b).0
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(6.16) Definition: Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Fiir jedes g € G
heiflt
gU = {gu | u e U}

eine Linksnebenklasse von i/ in G und
Ug :={ug|uelU}

eine Rechtsnebenklasse von I/ in G.

(6.17) Lemma: Sei G eine Gruppe und U < G. Dann gilt
g = UgZ/I undglxlﬂhu:{ gu oder
g€eg g
Entsprechendes gilt fiir Rechtsnebenklassen.

Beweis: Da g € gl ist, ist die erste Aussage offenbar. Sei x € gid N hid. Dann ist
(%) x = gu; = huy, mit geeigneten uy,uy € U.
Sei gu € gU. Dann ist
gu = (huguy')u € hid

(%)

Also ist g C hid. st hu € hld, so ist

hu = (guiuy )u € gU

(%)

Also ist hd C g, d.h. hd = gU.O

Besonders interessant sind Untergruppen U, bei denen die Begriffe Rechtsnebenklasse
und Linksnebenklasse zusammenfallen, bei denen also jede Rechtsnebenklasse auch eine
Linksnebenklasse ist. Diese wollen wir nun untersuchen.

(6.18) Definition: Eine Untergruppe N einer Gruppe G heifit Normalteiler? oder
normale Untergruppe, falls fiir alle g € G

gN =Ny
gilt. Schreibe N’ < G oder auch N’ <1 G, wenn N # G betont werden soll.

Bei einer kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

2E. Galois *25.10.1811 Bourg-la Reine, 131.5.1832 Paris. Beschiiftigte sich mit der Frage, fiir welche
Polynomgleichungen es Losungsformeln fiir die Nullstellen gibt, die denen der Gleichung vom Grad 2, 3
oder 4 dhneln, d.h. neben den arithmetischen Operationen nur noch Wurzelausdriicke benttigen. Hierzu
erstellte er die Anfinge der Gruppentheorie. Wesentlich war seine Entdeckung des Normalteilerbegriffes,
der die ganze Frage einer Induktion zugénglich machte. Die ersten Axiome der Gruppentheorie, wie wir
sie angegeben haben finden sich in dem Lehrbuch von H. Weber “Algebra” von 1893.
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Die wesentliche Bedeutung des Normalteilerbegriffes liegt darin, daff mit einem Normal-
teiler eine neue Gruppe definiert werden kann, die zwar keine Untergruppe der gegebenen
Gruppe ist, deren Struktur aber viel mit der Ausgangsgruppe gemein hat. Diese wollen
wir nun durchfiihren.

(6.19) Definition: Sei G eine Gruppe und N < G. Dann bezeichne mit G/N die Menge
der Nebenklassen {aN | a € G}. Auf G/N definieren wir eine Verkniipfung wie folgt :

Fiir a,b € G sei
(aN)o (bN) := (ab)N.

Wir nennen G/N die Faktorgruppe von G nach N.
Dafl die Bezeichnung Faktorgruppe in (6.19) gerechtfertigt ist, zeigt der néchste Satz.

(6.20) Satz: Sei G eine Gruppe und N'<G. Dann ist G/N mit der in (6.19) definierten
Verkniipfung o eine Gruppe.

Beweis: Wir miissen zunéchst zeigen, dafl o eine Abbildung ist. Das Problem ist, daf3
wir o mit Hilfe von Vertretern a, b definiert haben. Es ist zu zeigen, daf3 die Definition
von der Wahl der Vertreter unabhéngig ist.

Sei aN = /N und bN = V'N. Also ist @’ = an; und V' = bny mit geeigneten ny,ny € N.
Dann ist (a'V')N = (anibna)N. Da N <G, ist nib € Nb =N, d.h. es gibt ein n3g € N
mit

n1b = bns.

Dann ist

(a'V"\N = (abnznz) N = (ab)N, da ngnoN° = N ist.

Assoziativitdt: Seien a, b, c € G. Dann ist

((aA) 0 (b)) o (eN) = (@) 0 N = (@I = (a(be))AT = (ahf) o (BN =
aN o ((bN) o (cN)).

ng
Neutrales Element: Es ist N' = eN das neutrale Element:

No (aN) = (ea)N = aN fiir alle a € G.
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Inverses: Sei a € G. Dann ist
(aN) o (a'N) = (aa )N =eN = N.

Also ist a N das Inverse zu aN.O

In endlichen Gruppen o6ffnet (6.20) die Tiir zu Induktionsbeweisen. Sei |G| < oo und
1 # N # G ein Normalteiler. Dann ist sowohl |N| als auch |G/N| kleiner als |G|. Somit
ist eine Induktion nach |G| vielversprechend. Der Induktionsanfang sind dann Gruppen,
die keinen solchen Normalteiler besitzen. Diese nennt man einfach. FEine der grofien
Leistungen dieses Jahrhunderts ist die Klassifikation aller endlichen einfachen Gruppen.

(6.21) Beispiel: Sei G = Z(+). Fiir m € IN setze U = mZ. Dann ist U < G. Fiir
r € Z ist
r+mZ ={x € Z | x=r (modulo m)}

Man nennt das auch die Restklasse von » modulo m. Es gilt

Z= U (r+mZ)

Wir schreiben Z,, fiir die Menge dieser Restklassen, also Z /mZ .

Abkiirzend schreibe z fiir x +mZ . Dann gilt nach (6.20)

rTt+y=z+y.

Die Abbildung k : Z — Z mit k(x) = Z ist also ein Homomorphismus von Z auf
Z |mZ .

(6.22) Satz: Seien G und G' Gruppen und f : G — G’ ein Homomorphismus. Dann ist
Ker f <G.

Beweis: Sei g € G. Wir miissen g(Kerf) = (Kerf)g zeigen. Nach (6.15) ist g(Ker f) =
f~{f(g)}. Sei zg € (Ker f)g, mit x € Ker f. Dann gilt

f(zg) = f(2)f(g9) =€ f(g) = f(g)-
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Also ist auch (Ker f)g C f~{f(9)} .

Sei nun umgekehrt f(y) = f(g). Dannist f(yg~') = f(y)f(g)~! = €. Alsoist yg~! € Kerf
und y € (Kerf)g. Damit ist f~{f(g)} C (Kerf)g. Somit haben wir

(Ker f)g = g (Ker f).O

Ist f ein Homomorphismus, so haben wir gesehen, dal Ker f ein Normalteiler ist. Wir
wollen nun zeigen, dafl auch die Umkehrung hiervon gilt, also ist N ein Normalteiler, so
gibt es einen Homomorphismus f, der genau N als Kern hat. Hierzu verallgemeinern wir
zunéchst den Homomorphismus & aus (6.21).

(6.23) Lemma: Sei N ein Normalteiler der Gruppe G. Dann ist hy : G — G/N mit
ha(x) = xN ein Homomorphismus von G auf G/N mit Ker hy = N

Beweis: (a) hy ist Homomorphismus. Seien a,b € G. Dann ist

har(ab) = (ab)N = (aN) o (BN) = har(a) o har(D).

(b) Klar ist, daB8 hys surjektiv ist.
(c) Sei x € Ker hy. Dann ist
N = hy(x) =aN.

Also ist z € N. Ist umgekehrt z € NV, so ist hy(z) = 2N =N, d.h. x € Ker hy.O
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(6.24) Definition: Wir nennen den Homomorphismus Ay aus (6.23) den kanonischen
Homomorphismus.

(6.25) Homomorphiesatz: Seien G und G' Gruppen und f : G — G’ ein Homomor-
phismus. Dann gilt
G/Ker f = 1Im f

Beweis: Wir definieren eine Abbildung

i:G/Ker f—Imf

durch
i(aKer f) = f(a) , a€g.

Zunéchst ist zu zeigen, daf} i eine Abbildung ist. Dazu ist zu zeigen, dafl der Wert von
7 in obiger Definition von der Auswahl des Vertreters a der Nebenklasse unabhéingig ist.
Sei dazu a Ker f = a’Ker f, also a’ = ax, mit geeignetem = € Ker f. Dann ist

i(a'Ker f) = f(a) = f(az) = f(a)f(x) = f(a) = i(aKer f).

xel?erf

Nun zeigen wir, daf ¢ ist ein Homomorphismus ist. Seien a,b € G. Dann ist

i((aKer f)(bKer f)) = i((ab)Ker f) = f(ab) = f(a)f(b) = i(aKer f)i(bKer f).

Wir zeigen, daf} i surjektiv ist. Sei ' € Im f. Dann gibt es ein @ € G mit f(a) = da’. Also
gilt:
i(aKer f) = f(a) =d.

SchlieBlich zeigen wir noch, daf i injektiv ist. Nach (6.14) geniigt es,
Keri = {Ker f}

Zu zeigen.

Keri = {aKerf|a€G,i(aKerf)=¢}={aKerf|aecgGund f(a) =¢'}
= {aKer f|a € Ker f} = {Ker f}.0

Aus (6.25) folgt, da alle homomorphen Bilder einer Gruppe G isomorph zu den Fak-
torgruppen von G sind. Kennt man also alle Normalteiler von G, so kennt man auch die
Struktur aller homomorphen Bilder. Nur die Gruppe G ist entscheidend, die Gruppe G’
spielt somit keine Rolle mehr.
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Ubungsaufgaben

1) Zeige: Z mit der Verkniipfung

8)

axb=a+b—-1

ist eine kommutative Gruppe (+ und — beziehen sich dabei auf die gewohnliche
Zahlenaddition und -subtraktion).

Sei G eine Gruppe, e das Einselement von G und a € G. Man definiere Potenzen von
a rekursiv durch:

a=e d=a-a"" ke N,

a*=(a™ '\ ke Z,-keN.

Zeige:

(a) a/tk =af - o, fiir alle j,k € Z
(b) a/* = (a?)*, fiir alle j,k € Z .

Sei G eine Gruppe und a,b € G. Zeige : Sind a und b vertauschbar, d.h. ab = ba, so
ist (ab)® = a*b* fiir alle k € Z.

Sei G eine Gruppe, e das Einselement von G. Zeige :

(a) Ist @ = ™! fiir alle a € G, so ist G kommutativ.
(b) Ist a* = e fiir alle a € G, so ist § kommutativ.

(c) Ist (ab)? = a® - b? fiir alle a,b € G, so ist G kommutativ.

Sei G eine Gruppe und M eine Teilmenge von G. Setze
Tg(M) ={z|x € G, xm = mx fiir alle m € M}.

Zeige, dal @'g(M) eine Untergruppe von G ist.

Sei G eine endliche Gruppe, die eine gerade Anzahl von Elementen enthélt. Zeige,
daB ein vom neutralen Element e verschiedenes Element a mit a? = e existiert.

Sei G eine Gruppe mit der Eigenschaft, dafl fiir drei aufeinanderfolgende ganze Zah-
len ¢ gilt

(ab)’ = a'b’ fiir alle a,b € G.

Zeige, G ist kommutativ.

Seien G und H Gruppen und « ein Homomorphismus von G nach H. Zeige:

(a) Ist M IH, soist a= (M) ={x |z € G,a(r) € M} ein Normalteiler von G.
(b) Ist o ein Epimorphismus und N <G, so ist a(N) < G.
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9) @ = {% | m,n € IN} ist eine Gruppe beziiglich der normalen Multiplikation ratio-
naler Zahlen.

(a) Zeige S = {2* | k € Z} ist eine Untergruppe von Q.
(b) Gib eine Menge R C @ an, so daf gilt
(1) @= U rs
reR
(2) rSNr'S=ofirr,r e R, r#1r.

10) Sei IR* die Gruppe der von 0 verschiedenen reellen Zahlen beziiglich der Multi-
plikation, @* die Gruppe der von 0 verschiedenen rationalen Zahlen beziiglich der
Multiplikation und Z die Gruppe der ganzen Zahlen beziiglich der Addition.

Man priife nach, ob die folgenden Abbildungen Gruppenhomomorphismen sind. (Wo
dies der Fall ist, beweise man es, wo nicht, belege man dies durch ein Gegenbeispiel)
Y : IR* — IR* definiert durch ¢(z) = 2*, x € IR

¢ :@" — IR* definiert durch ¢(x) =2%, z €@*

o Z — @ definiert durch o(x) =2%, x € Z.

11) Sei ¢ ein Homomorphismus einer Gruppe G in eine Gruppe H. Es sei i die Menge der
Untergruppen von G, die Ker ¢ enthalten. Sei ferner 7" die Menge aller Untergruppen

von p(G). Man zeige, dafl
0 { U-T7 JuelU

u— p(u)
eine bijektive Abbildung von U auf 7 ist.

12) Sei G eine Gruppe, H < G und N < G. Zeige, daB N N'H < H ist.
13) Sei G eine Gruppe und N < G. Setze

g 'Ng={9"'ng|neN}, geg.
Zeige:

(a) N ist genau dann normal in G, falls g7'Ng = N fiir alle g € G ist.
(b) Fiir jedes g € G ist g~'N g eine Untergruppe von G.

(c) Setze M = N g 'Ng. Dann ist M <G und M ist der grofite Normalteiler
g€eg
von G, der in N liegt.

14) Sei G eine Gruppe und « ein Homomorphismus von G nach G. Sei N < G mit
a(N) C N,

(a) Zeige, daf durch die Vorschrift
a(gN) = (a(g))N
ein Homomorphismus & von G/N nach G/N definiert wird.

(b) Ist a ein Automorphismus von G, so ist die in (a) definierte Abbildung ein
Automorphismus von G/N.
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15) Seien m und n natiirliche Zahlen. Zeige
mZ |nmZ = Z |nZ .
(Hinweis: Wende auf ¢ : mZ — Z /nZ , definiert durch o(mr) =r+nZ ,r € Z,

den Homomorphiesatz an)

16) Sei U eine Untergruppe von G. Zeige: Hat U genau zwei Linksnebenklassen U = eld
und zU, so ist U < G.



87 Ringe und Korper 83

87 Ringe und Korper

Aufer der Verkniipfung + gab es in § 0 stets noch die Skalarmultiplikation. Dabei waren die
Skalare reelle Zahlen. Fragen der Anwendung fordern, dafl auch andere Skalarenbereiche
zugelassen werden.

Wir werden von den reellen und komplexen Zahlen ausgehend die Begriffe Ring und
Korper definieren. Dies scheint zunéchst nicht sonderlich interessant zu sein, da wir aufler
IR, @', @ und Z kaum Beispiele kennen. Das wird sich aber in §13 und §25 &ndern. Auch
werden wir sehen, dafl es einen Korper gibt, der nur aus 0 und 1 besteht. Dieser verhélt
sich in vielerlei Hinsicht anders als die reellen Zahlen. Er spielt in der Kodierungstheorie
und der theoretischen Informatik eine wichtige Rolle. Es ist bemerkenswert, dafl unsere
noch zu entwickelnde Theorie der Vektorrdume nicht zwischen dem Korper IR und jenem,
der nur zwei Elemente besitzt, unterscheidet.

(7.1) Definition: Sei R eine nicht leere Menge. Auf R seien zwei Verkniipfungen defi-
niert:

<<+77. RXR—)R d w. RXR—)R
| (a,b) —a+b . "1 (a,b) = a-b=:ab

so daf} folgendes gilt:

(1) R(+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) Fiir alle a,b,c € R gilt

(@a-b)-c=a-(b-c)
Es gibt ein Element e € R mit e-a =a = a - e fiir alle a € R.

(3) Fiir alle a,b,c € R gilt

(a+b)-c=a-c+0b-c (Distributivgesetze)
a-(b+c)=a-b+a-c

Dann nennen wir R einen Ring

(4) Gilt zusétzlich, dal R \ {0} beziiglich “” eine kommutative Gruppe ist, so nennen
wir R einen Korper!

'Das erste Lehrbuch, das den Begriff des Korpers, wie er hier vorgestellt wurde, enthlt, ist das Buch
von H. Weber “Algebra” von 1893. Der Begriff Koérper geht wohl auf Dedekind (1871) zuriick.
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(7.2) Beispiele: (a) Z(+,-); @Q(+,-) ; R(+,-) ; T@(+,-) sind Ringe. Die letzten drei
sind Korper. Aber Z (+, -) ist kein Korper.
(b) Z ,u(+,) ; m € IN, ist ein Ring (siehe (6.21)). Hierbei ist
(r+mZ)-(s+mZ):=rs+mZ.
Ist m keine Primzahl, also m = r - s mit r # m # s, so gilt
(r+mZ) - (s+mZ)=r-s+mZ =mZ.
Also kann in Z,, das Produkt zweier von Null verschiedener Elemente gleich Null sein.
Insbesondere ist Z,, kein Korper, denn sei
t+mZ € Zpymit (t+mZ)r+mZ)=1+mZ,
dann ist

s+mZ = (1+mZ) - (s+mZ)=((t+mZ)-(r+mZ)) - (s+mZ)
= (t+mZ) - (r+mZ) - (s+mZ))={t+mZ) - (o+mZ)=m2Z.

Das liefert aber, dal s von m geteilt wird, ein Widerspruch.

Es kann also in einem Ring durchaus ab = 0 sein, ohne dal @ = 0 oder b = 0 ist. Auf
der anderen Seite gibt es Ringe wie Z, in denen das nicht vorkommt. Das fithrt zu der
folgenden Definition.

(7.3) Definition: (a) Ein Ring R heifit nullteilerfrei, falls fiir alle a,b € R stets gilt:

Ist ab =0, so ist a = 0 oder b = 0.

(b) Ein Ring heifit Integritétsbereich, falls er nullteilerfrei ist, ab = ba fiir alle
a,b € R gilt, und |R| > 2 ist.

Die Ringe in (7.2)(a) sind sdmtlich Integritétsbereiche. Nun kénnen wir (7.2) (b) aufgreifen
und beweisen:

(7.4) Lemma: Sei K ein Korper
(a) Ista € K, soista-0=0-a=0.

(b) K ist nullteilerfrei.
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Beweis: (a) Esist 0-a+1-a=(0+4+1)-a=1-a=0+1-a. Also ist 0-a = 0. Genauso
folgt a - 0 = 0.

(b) Seien a,b € K mit ab = 0. Sei a # 0. Dann gibt es ein ¢ € K mit ca = 1. Nun gilt:
b=1-b=(ca)b =c(ab) =c-0 = 0.0
(

a)
(7.5) Beispiele: (a) Sei X eine Menge und R ein kommutativer Ring (ab = ba fiir alle

a,b € R). Sei A die Menge aller Abbildungen von X nach R. Fiir f,g € A definiere:

frg:x — f(x)+g(x)
frg:2 — f(z) g(x)

Dann ist A ein kommutativer Ring, der i.a. nicht nullteilerfrei ist.

(b) Sei G(+) eine abelsche Gruppe und
End(G)={f]|f:G — G, fist Homomorphismus}.

Definiere fiir f,g € End(G):

frg:z — f(z)+g(z)
frg:2 — flg(x))

Dann ist End(G) beztiglich + und - ein Ring, der sogenannte Endomorphismenring
von G.

(c) Sei R = {0,1} mit den Verkniipfungen @ und ®, die durch die folgenden Tafeln
gegeben sind :

©|0 1 ©10 1
010 1 010 O
11710 110 1

Man kann 0 als “gerade” und 1 als “ungerade” interpretieren. Die obigen Tafeln reprisen-
tieren dann das Verhalten der Addition und Multiplikation gerader und ungerader Zahlen.
R ist mit diesen Verkniipfungen ein Korper.

(d) Fiir jede Primzahl p ist Z, ein Korper. Dies wollen wir hier nicht beweisen (Siehe
aber Aufgabe 6). Spezialfall p = 2:
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Ein Vergleich mit Beispiel (c) zeigt, dafi die Bijektion

/) {0,1}
0 0
1 1

L1

sowohl mit den Additionen als auch mit den Multiplikationen auf Z, und {0,1} “ver-
traglich” ist. Dies wollen wir gleich in eine Definition aufnehmen.

(7.6) Definition: Seien (R,+,-) und (S,+,") Ringe. Eine Abbildung f : R — S heifit
(Ring-) Homomorphismus, falls fiir alle z,y € R

flx+y) = f(z)+f(y) und f(z-y) = f(x)'f(y)

gilt. Ein bijektiver (Ring-) Homomorphismus heifit (Ring-) Isomorphismus.

Die Abbildung i aus (7.5) (d) ist also ein Ring-Isomorphismus zwischen den beiden Ringen
(Z% +, ) und ({07 1}7 D, ®)

Sei m € IN. Die Abbildung ~ :  — z+mZ aus (6.21) ist ein Ringhomomorphismus von
Z nach Z,,.

Anwendung: “Neunerprobe”: Gegeben sei n € IN. Wir fragen, ob 9 ein Teiler von n ist.

k )
Seien ao, ..., a; die Ziffern der Dezimaldarstellung von n. Also n = Y a;10". Gehen wir
i=0

nach Z g iiber, so lautet die Frage, ob 7i = 0 ist.

k k k . k k k
1=0 1=0 =0 1=0 1=0 1=0

(2

Hierbei haben wir mehrfach benutzt, dafl + — z ein Ring-Homomorphismus ist. Weiter
haben wir 10 = 1 benutzt. Nun folgt offenbar die bekannte Regel:

n ist genau dann durch 9 teilbar, wenn die Quersumme durch 9 teilbar ist.
Wir haben die Korper IR und Z ', kennengelernt. Es gibt einen wichtigen Unterschied

zwischen diesen Korpern. In Z 4 gilt 1 + 1 = 0, was in IR falsch ist. Dies fithrt zu der
folgenden Definition.
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(7.7) Definition: Sei (K, +,-) ein Korper.
(a) Fiir a € K, n € IN definieren wir

n-a:=a+a+...+a=1+14+...+1)-a=(n-1)-a

n Summanden n Summanden

(wobei 1 das neutrale Element in K sei).

(b) Ist m -1 # 0 fiir alle m € IN, so sagen wir: K hat die Charakteristik 0; in
Zeichen: char K = 0. Andernfalls nennen wir die kleinste natiirliche Zahl n mit n-1 =10
die Charakteristik von K : char K = n.

(7.8) Beispiele: Z 5 hat Charakteristik 2; @, IR, €' haben Charakteristik 0.

Es erhebt sich nun die Frage, welche Zahlen als Charakteristik vorkommen koénnen. Der
néchste Satz sagt aus, dal es z.B. keinen Koérper der Charakteristik 4 gibt.

(7.9) Satz: Ist K ein Kérper und char K # 0, so ist char K eine Primzahl.

Beweis: Sei char K = p-q mit p,q # 1 und p,q € IN. Es gilt

0=(p-¢-1 = 1+1+...41) = (I1+...41)- (1+...1) = (p-1)(¢g-1).

p-g—Summanden p—Summanden ¢—Summanden

Da ein Korper nullteilerfrei ist, (7.4)(b), folgt: p-1 = 0 oder ¢- 1 = 0, ein Widerspruch.O

Es kommt jede Primzahl als Charakteristik vor. Die Koérper Z, haben stets die Cha-
rakteristik p. Diese spielen in den Anwendungen eine immer wichtigere Rolle. Obwohl sie
sehr verschieden zu IR und @ sind, gelten doch alle Sitze, die aus (7.1) abgeleitet werden,
gleichzeitig fir IR und Z,,.

Ubungsaufgaben

1) Zeige: Ist K C IR ein Korper beziiglich der auf IR definierten Multiplikation und
Addition, so ist @ C K.

2) Jeder endliche Integritdtsbereich R mit [R| > 2 ist ein Korper.

3) In einem beliebigen Kérper gilt 22 = 1 nur fiir z = 1 und # = —1. Wie sieht das in
Z g aus?
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4) Zeige an einem Beispiel, dafl eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und -, die
die folgenden Axiome erfiillen, kein Korper zu sein braucht:
(1) K mit + ist eine abelsche Gruppe.
(2) K\ {0} mit - ist eine abelsche Gruppe.

(3) Fir alle a,b,c € K ist
a(b+c¢) = ab+ ac

(Hinweis: Es gibt ein Beispiel mit einer Menge K mit |K| = 2)

5) Sei K = Z . Wir definieren auf K x K Verkniipfungen + und - durch

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac+ bd,ad+ bc+ bd)

fiir alle a,b,c,d € K.
Zeige, dafl K x K dadurch zu einem Korper mit 4 Elementen wird.
Ist K x K =2 Z,?

6) Sei p eine Primzahl und r € Z mit p f r.

a) (Euklidischer Algorithmus) Setze r = xy und p = z;. Betrachte den folgenden
Algorithmus : Setze

i1 = N%i + Tipq, mit |z | < |x], falls ¢, #£0ist ;4 > 1, und \; € Z.

(Division von z;_; durch x; mit Rest.)
Der Algorithmus endet, falls z; = 0 ist. Zeige, daf dann |z,;_;| = 1 gilt.
b) Es gibt a,b € Z mit
ap + br = 1.
(Benutze a).

¢) Sel T € Z, mit T # 0. Zeige, daBl es ein § € Z, mit =y = 1 gibt.
(Benutze b).

d) Zeige, dal Z, ein Korper ist.



