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§ 6 FUNKTIONENRAUME

STUDIERHINWEISE zZU § 6
Der § 6 enthdlt einige der Hauptergebnisse des Kurses. Er dient

(1) dem Studium von Metriken auf Funktionenmengen, welche die gleich-
midBige bzw. die einfache Konvergenz von Funktionenfolgen beschreiben.

(2) der Konstruktion der wichtigen R&ume 0,13 una H = [O,‘I]:N .

(3) der Strukturanalyse gewisser Klassen metrischer R&ume, z.B. wird
gezeigt, daB die kompakten R&ume (bis auf uniforme Isomorphie) genau
die abgeschlossenen Teilrdume von I sind.

Abschnitt 6.1 dient dem Studium von Metriken auf X", Abschnitt 6.2 dem

von Metriken auf an. Diese beiden Abschnitte sind so angeordnet, daB
Analogien in Problemstellung und Methodik offensichtlich werden. Ein
sorgfdltiges Studium von 6.1 erleichtert das Verstdndnis von 6.2 er-

heblich. Dem Leser wird auffallen, daB es weder auf x™ noch auf XlN
eine besonders ausgezeichnete Metrik gibt, welche die einfache Konver-

\

genz beschreibt. Sowohl im Falle x? als auch im Falle xn‘ gibt es de-
ren unendlich viele (6.1.2, 6.2.3). Der Leser sollte sich hierdurch
nicht verwirren lassen, sondern vielmehr die Erkenntnis gewinnen, dag
Metriken nur Hilfsmittel sind, deren man sich bedienen kann, um "uni-
forme Strukturen" bzw, "topologische Strukturen" zu definieren. Hier-
auf werden wir im 7. Paragraphen, der einen Ausblick darstellt, noch
ndher eingehen.

Die Abschnitte 6.3 und 6.4 dienen dem Studium der Raume {0,1]IN und

H = [0,1]nq. Es zeigt sich, daB viele Klassen metrischer R&ume durch
Anwendung sehr einfacher Konstruktionsverfahren aus diesen beiden Rdu-
men gewonnen werden k&nnen. Dadurch gewinnen wir erhebliche Einsich-

ten in die Struktur gewisser metrischer Rdume. In die - durch die me-
trischen Axiome definierte - zundchst uniiberschaubare Vielfalt metri-
scher Rdume ist eine gewisse Ordnung eingetreten. Diese Einsicht soll-
te als eines der wesentlichen Ergebnisse des vorliegenden Kurses be-

trachtet werden. Die Beweise der Struktursitze sind nach unseren sorg-
fdltigen Vorbereitungen durchweg einfach. Der Abschnitt 6.5 dient der

Untersuchung von DJIQ. Er kann iiberschlagen werden. In 6.6 werden die
Sdtze von Arzela-Ascoli und von WeierstraB-Stone bewiesen, die in der
Funktionalanalysis vielfach Anwendung finden.

SchlieBlich zeigen wir in 6.7, daB es keine Metrik auf nin

IR

gibt, wel-

che die einfache Konvergenz in R beschreibt. Haben uns die Kricken
der Metrik bis hierher getragen, so sind wir jetzt endqiiltig gezwungen,
sie wegzuwerfen und uns direkt dem Studium uniformer und topologischer
Strukturen zuzuwenden. Damit diese Strukturen, deren Studium einem be-
sonderen Topologiekurs vorbehalten sein mufi, nicht allzu geheimnisvoll
bleiben, sollen sie im 7. Paragraphen zumindest definiert werden.

SchlieBlich noch eine naheliegende Frage: Widre es nicht sinnvoller ge-
wesen, gleich uniforme bzw. topologische Strukturen zu studieren und
auf metrische Rdume ganz zu verzichten?

Die Antwort lautet nein. Die Griinde sind folgende:

(1) Ohne Hilfsmittel geht es nicht. Hitten wir auf den Begriff der Me-
trik verzichtet, so hidtten wir erheblich kompliziertere und z.T. weit-
aus weniger anschauliche Hilfsmittel (Filter, Uberdeckungen, Zerle-
gungen etc.) entwickeln miissen, um die Ergebnisse dieses Kurses bewei-
sen und 2.T. sogar iUberhaupt erst formulieren zu k&nnen.
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(2) Eine Motivation fir das Studium der erheblich abstrakteren unifor-
men und topologischen Strukturen kann nur gegeben werden, wenn man -
den historischen ProzeB nachvollziehend - die Nachteile und Grenzen
von viel anschaulicheren und naheliegenderen Begriffsbildungen (wie
den Begriff der Metrik oder den der Konvergenz einer Folge) aufzeigt.

6.0 EINFUHRUNG
Dieser Paragraph enthdlt einige zentrale Ergebnisse des vorliegenden

Buches. Bereits im ersten Paragraphen haben wir mehrere wichtige Bei-
spiele metrischer Rdume bereitgestellt, insbesondere die R&éume 552_
und deren Teilrdume. Ebenfalls im ersten Paragraphen haben wir gezeigt,
daB der aus der Analysis bekannte wichtige Begriff des Grenzwerts ei-
ner Folge in beliebigen metrischen Ridumen definiert und analysiert wer-
den kann. Aus der Analysis ist weiterhin bekannt, daf man fiir jede
Teilmenge Y von IR auf der Menge Abb(Y,IR) aller Abbildungen von Y
nach IR 2zwei nilitzliche Konvergenzbegriffe einfithren kann: den der ein-
fachen (oder punktweisen) Konvergenz und den der gleichmi#Bigen Konver-
genz. In naheliegender Weise lassen sich diese beiden Konvergenzbe-
griffe fir beliebige Mengen Y und beliebige metrische Rdume X folgen-
dermafien definieren:

6.0.1 DEFINITION

Eine Folge (fn) von Abbildungen fn: Y -+ X konvengieat einfach gegen
eine Abbildung f: Y » X (in Zeichen: (fn)-ji f), falls gilt:

Vy € Y Ve >0 3nvm2n d(fm(y),f(y)) < e, d.h. falls flr jedes

y € Y die Folge (fn(y)) in X gegen f(y) konvergiert.

6.0.2 DEFINITION
Eine Folge (fn) von Abbildungen fn: Y - X konvengiant gleichmipig ge-
gen eine Abbildung £: Y = X (in Zeichen: (f ) 32, £), falls gilts

Ve >0 3nVm 2 nVy €Y d(fm(y),f(y)) < E.

Die Frage liegt nahe, ob sich obige Konvergenzarten durch Metriken
beschreiben lassen, d.h. ob fiir jede Menge Y und jeden metrischen Raum
X auf der Menge Abb(Y,X) aller Abbildungen von Y nach X Metriken d,
und dgl so existieren, da8 eine Folge (fn) in Abb(Y,X) genau dann ein-
fach (bzw. gleichmdBig) gegen f konvergiert, wenn sie bzgl. der Metrik
de (bzw. dgl) gegen f konvergiert. Diese Frage hat im Fall der gleich-
mdBigen Konvergenz eine einfache positive Ldsung. Ist X = (X,d) be-
schrédnkt, so wird durch dgl(f,g) = sup{d(f(y),gly))ly € Y} eine Metrik
dgl auf Abb(Y,X) mit den gewlinschten Eigenschaften definiert. Ist

X = (X,d) unbeschrdnkt, so kann man zundchst d durch eine uniform




- 127 -

dquivalente, beschrinkte Metrik d' auf X ersetzen (z.B. durch d'(x,y)=
min{1,d(x,y)}) und dann dgl wie oben mit Hilfe von d' definieren. Im
Falle der einfachen Konvergenz ist das Problem schwieriger und inter-
essanter. Wir werden es in 3 Schritten analysieren. Im 1. Schritt wer-
den wir Y als endlich voraussetzen. Da fiir ¥ = {1,...,n} die Menge
Abb(Y,X) in naheliegender Weise mit der Menge X" aller n-Tupel
(x1,...,xn) aus X identifiziert werden kann, gilt es, geeignete Metri-
ken auf X" zu finden. Dieses Problem erweist sich als l&sbar. Die aus
der Analysis bekannten Sitze iber Eiﬁ_ erweisen sich als Spezialfdlle
allgemeinerer Resultate. Im 2. Schritt werden wir Y als abz&hlbar un-
endlich voraussetzen. Der Einfachheit halber wdhlen wir Y = N, d.h.
Abb(Y,X) = x N ist nichts anderes als die Menge aller Folgen in X. Auch
in diesem Fall gelingt es uns, geeignete Metriken auf an zu finden.

Die so gewonnenen Rdume an haben eine Reihe merkwiirdiger und duBerst

interessanter Eigenschaften, z.B. sind filir jedes X die Riume Y = §fi,
Xﬁ und Xfi paarweise uniform isomorph. Dariiber hinaus werden sie un-
sere Einsichten in die Struktur metrischer Riume wesentlich vertiefen.
Einige der Hauptergebnisse sind:

(1) {O,‘l}]N ist uniform isomorph zum Cantorschen Diskontinuum ID.

(2) Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt und total-unzusammen-
hdngend, wenn er topologisch isomorph zu einem abgeschlossenen Teil-

raum von ID ist.

(3) Jede stetige Abbildung von einem abgeschlossenen Teilraum eines
kompakten, total-unzusammenhidngenden Raumes X in einen nicht-leeren

metrischen Raum 148t sich stetig auf X fortsetzen.

(4) Flir einen metrischen Raum X sind folgende Bedingungen &quivalent:
(a) X ist kompakt.

(b) X ist stetiges Bild von ID oder leer.

(c) X ist zu einem abgeschlossenen Teilraum von [0,1]IN topologisch

iscmorph.

(5) Ein metrischer Raum ist genau dann total beschré&nkt, wenn er zu

einem Teilraum von [0,1]]N uniform isomorph ist.
Weiterhin gilt:

(6) Ein metrischer Raum ist genau dann separabel, wenn er zu einem

Teilraum von [O,‘I]:N topologisch isomorph ist.
(7) m ™ und IP sind topologisch isomorph.

Im 3. Schritt werden wir Y als liberabzidhlbar voraussetzen. Hier er-
weist sich das Problem i. allg. als unldsbar. Insbesondere werden wir
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zeigen, daR es keine Metrik auf Abb(IR,IR) gibt, welche die einfache
Konvergenz beschreibt. Damit erweist sich der Begriff des metrischen
Raumes (obwohl HuBerst niitzlich, wie wir gesehen haben) als zu eng, um
einen Rahmen fiir die Behandlung aller sinnvollen Arten von Konvergenz
zu liefern. Im nichsten Paragraphen werden wir L&sungen dieses Problems

diskutieren.

6.1 DIE METRISCHEN REUME X"

6.1.1 DEFINITION

Fir einen metrischen Raum X = (X,d) und eine natiirliche Zahl n be-

zeichne 52 = (Xn,dn) den metrischen Raum mit der Trdgermenge x" und
der durch dn((x1,...,xn),(y1,...,yn)) = max{d(x1,y1),...,d(xn,yn)} de-
finierten Metrik dn'

6.1.2 SATZ

Ist X = (X,d) ein metrnischen Raum und (ry,eeair)) ein n-Tupel posditi-
ver reellen Zahten, 30 sind die fofgenden Metaiken d],...,d5 aug x"
u dn undfoam dquivalent:

n
b di(x;,y.),
i=1 o

(1) @' (0 ueeex )y ey )

(2) a®((x

Ve (d( ))2
x0¥0) %,

reeetX ) (Yyreeas¥))
1 n 1! n i=1

3
(3) d ((x1,...,xn),(y1,...,yn)) = max{r1d(x1,y1),...,rnd(xn,yn)},

4 n
(4 d {xqseeerx ) lygoeeeny)) = §=1 ridx;.y5)

5 V/?T 2
(5) d ((x1,...,xn),(y1,...,yn)) = §=1(rid(xi,yi)) .
Bewelis:
Sei x = (x1,...,xn) und y = (y1,...,yn). Die uniforme Aquivalenz von
a_.a' una a? folgt wegen 2.2.8 (vgl. 2.2.9(6)) aus d_(x,y) < a%(x,y) =
d1(x,y) < n-dn(x,y) < n-dz(x,y). Sei r = min{r1,...,rn} und r' =
max[r1,...,rn}. Die uniforme Aquivalenz von dn,d3,d4 und a folgt we-

gen 2.2.8 aus r-dn(x,y) < d3(x,y) < ds(x,y) < d4(x,y) < n-r'-dn(x,y).

§.1.3 BEMERKUNG
Ist X = IR, so ist der in 6.1.1 definierte Raum r" = (Bln,dn) nicht
identisch mit dem in 1.1.2(3) definierten Raum IR" = (nz",dE). Die Me-
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2 sind nach 6.1.2 jedoch uniform dquivalent, ihr

triken dn und dE =d
Unterschied ist also v&llig unerheblich. Insbesondere spielt es im ge-
samten Kurs keine Rolle, welchen der beiden Ridume wir als den Eii an-
sehen. Ebensogut hdtten wir irgendeine andere der vielen zu dE uniform
dquivalenten Metriken auf der Menge R" wihlen k&nnen. Weil es geome-—
trisch anschaulicher ist, haben wir im ersten Paragraphen dE gewdhlt,
weil es rechnerisch einfacher ist, haben wir in diesem Paragraphen dn

gewdhlt.

6.1.4 SATZ

Sind (xp) = ((XT"‘°'X2)) und ly) = ((y?,...,yﬁ)) Folgen 4in X7, se
sind dquivalent:

(a)(xm) und (ym) sind benachbart in 52.

(b) Fin jedes i=1,...,n sind die Folgen (xT) und (y]) benachbart in
X.

Beweis:

Wegen dn(xm,ym) = max{d(x?,y?)li =1,...,n} gilt ;i: dn(xm,ym) =0

genau dann, wenn lim d(xT,yT) = 0 flir jedes i = 1,...,n gilt. Also
m-co

sind (a) und (b) dquivalent.

6.1.5 SATZ

I8t (x ) = ((x?,...,x?)) eine Folge in X™ und {8t x = (Xq,een0Xy) edn
ELement von X", s0 sind dquivalent:

(a) (x) konvengieat 4in 52 gegen x.

(b) Fin jedes i = 1,...,n konvengient die Folge (xT) in X gegen X -

Beweis:
Die Behauptung folgt wegen 1.3.13 unmittelbar aus 6.1.4.

6.1.6 BEMERKUNG
Aus obigen S&tzen folgt unmittelbar:

(1) Die Metrik dn (sowie jede der Metriken d1,...,dS von 6.1.2) be-
schreibt die einfache Konvergenz in x" (also in der Funktionenmenge
Abb({1,...,n},X)), d.h. eine Folge in §2 konvergiert genau dann, wenn

sie komponentenweise konvergiert.

(2) Sind 4 und d' topologisch (bzw. uniform) &dquivalente Metriken auf
X, so sind d und d nach 6.1.5 und 2.2.6 (bzw. 6.1.4 und 2.2.5) to-
pologisch (bzw. uniform) &quivalent.
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6.1.7 SATZ

(1) X und 51 sénd metnisch isomonph.

(2) Fin jedes n < m wird durch (x1,...,xm) - (x1,...,xn) eine gledich-
mifig stetige Abbitdung pﬁ: X™ - x% von X" aug X" deginient.

(3) Fin jedes n < m und fdn fedes feste x € X wind durch (Xgreaaex )b
(m-n)mal
re——

(XqreeesX 1 X,eae,X) ein uniformen Tsomonphismus von X° auf einen ab-

n
geschtossenen Teifraum von X° definiernt.

Beweis:

Trivial.

Als ndchstes wollen wir zeigen, daB die Konstruktion von 52 so schén
ist, daB sie nur wenige topologische oder uniforme Eigenschaften von
X "zerstdrt". Dariiber hinaus gilt fir fast alle von uns untersuchten
topologischen oder uniformen Eigenschaften E die folgende Aquivalenz:
Ein metrischer Raum X hat genau dann die Eigenschaft E, wenn 52 fir
jedes n die Eigenschaft E hat.

6.1.8 SATZ

Aquivalent sind §irn jedes n:
(a) X 48% vollstdndig.

(b) X" ist vollstindig.

Beweis:
(a) = (b): Ist (xm) = ((xT,...,xg)) eine Cauchy-Folge in 52, so ist
wegen d(x?,x? ) s dn(xm,xm,) flir jedes i = 1,...,n die Folge (x?) eine

Cauchy-Folge in X, konvergiert also gegen ein x; in X. Nach 6.1.5 kon-
vergiert (xm) gegen den Punkt (x1,...,xn) in gﬁ.

(b) = (a) folgt aus 6.1.7(3) und 3.1.%o0.

6.1.9 SATZ

Aquivalent sind {din jedes n:
(a) X 43¢t total beschrdnkt,

(by x" ist total beschrdnkt.

Bewelis: .
(a) = (b): Ist Y ein e-Netz in X, so ist Y? ein e-Netz in ﬁi.
(b) = (a) folgt aus 6.1.7(3) und 5.1.10(1).

6.1.10 SATZ
Aquivalent sind §iln jedes n:
(a) X 4st kompakt.
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(b) X" ist kompakt.

Beweis:

Dies folgt aus der Tatsache, daB ein metrischer Raum genau dann kom-
pakt ist, wenn er vollstindig und total beschrénkt ist (4.2.2), und
aus den beiden vorangegangenen S&dtzen.

6.1.11 SATZ

Aquivalent sind {ir fedes n:

(a) X 44 topologisch veollstdndig.
(b) X" ist topologisch vollatindig.

Beweis:

(a) = (b): Ist X topologisch vollstédndig, so ist X nach 3.6.9 ein G6—
Teilraum eines vollst&ndigen Raumes Y. Somit ist 52 offensichtlich
ein Gé—Teilraum des nach 6.1.8 vollstdndigen Raumes Xﬁ, also nach
3.6.9 selbst topologisch vollstdndig.

(b) » (a) folgt aus 6.1.7(3) und 3.5.5(1).

6.1.12 SATZ

Aquivalent sind girn fedes n:
(a) X 48% separnabel.

(b) X" ist sepanabel.

Beweis:

(a) = (b): Ist Y eine héchstens abz&hlbare dichte Teilmenge in X, so
ist Y" eine hdchstens abzdhlbare dichte Teilmenge in gﬁ.

(b) = (a): Ist Y = ((y},...,yL)1i € M} eine dichte Teilmenge in X7,
so ist {y?li € IN} eine dichte Teilmenge in X.

6.1.13 SATZ

Aquivalent sind {in jedes n:

{a) X <8t {undifonm) zusammenhdngend.
(b) 52 {3t (unifoam) zusammenhdngend.

Bewelis:
(a) = (b) folgt fiir X = @ trivialerweise und fiir X # @ durch Induktion:

51 ist metrisch isomorph 2zu X und somit (uniform) zusammenhdngend. Sei

52 (uniform) zusammenhdngend, und sei x € X. Dann ist fiir jedes y € X

_ ,n+1 _ \ .
der durch Ay = {(x1,...,xn+1) £ X X 41 = y} bestimmte Teilraum él
von Xn+1 metrisch isomorph zu §E und somit (uniform) zusammenh&dngend.

€ XnHIx1 =...= x_ = X} be-

Ferner ist der durch B = {(x1,...,x a

n+1)



- 132 -

stimmte Teilraum B von x"*! metrisch isomorph zu X und somit (uniform)

zusammenhdngend. Wegen (x,...,X,y) € B N Ay ist der durch By =B UA
n+1
X

bestimmte Teilraum EX von nach 5.1.8 (uniform) zusammenhdngend.

Wegen (X,...,X,x) € N B ist nach 5.1.8 auch der durch VU B = Xn+1

YEX n+1 n+1 yeX
bestimmte Teilraum von X , d.h. X selbst (uniform) zusammenhdn-

gend.
(b) = (a): Die durch (x,,...,X )b x, definierte Abbildung f: §2 - X ist
gleichm#fig stetig. Somit ist X nach 5.1.3 (uniform) zusammenhdngend.

6.1.14 SATZ
Kqudivalent aind §iurn jedes n:
(a) X £8% luniform) total-unzusammenhdngend,

(b) X" ist {unifonm) total-un:usammenhingend.

Beweis:

(a) = (b): Fiir jedes i = 1,...,n ist die durch (x1,...,xi,...,xn)k* Xy
definierte Abbildung P 52 -+ X gleichmdBig stetig. Fir jeden (uniform)
zusammenhdngenden Teilraum Y von EE ist pi[Y] nach 5.1.3 ein (uniform)
zusammenhdngender Teilraum von X und folEIIEE h8chstens einelementig.
Somit ist Y hochstens einelementigq.

(b) = (a) folgt aus 6.1.7(3) und 5.2.4.

6.1.15 SATZ

Aquivalent sind §in jedes n:

(a) X 482 4n s4ich dicht.

(b) X" ist in sich dicht.

Beweis:

(a) = (b): Ist (xl,...,xn) ein Element von X" und ist € > O, soO gibt
es zu jedem i = 1,...,n ein Y in X mit Xy # Yi und d(xi,yi) < €. So-

mit gilt (x1,...,xn) # (yl,...,yn) und dn((x1,...,xn),(y1,...,yn))< €.

(b) = (a): Ist x ein Element von X und ist € > O, so gibt es ein Ele-
ment (y,,...,y,) von X" mit (%, ...,%x) # (yq,++.,y,) und a, ((x,..0,x),
(y1,...,yn)) < €, Somit gibt es ein i € {1,...,n} mit x # Yy und
d(x,yi) < €.

6.1.16 AUFGABEN

Z2eigen Sie:

(1) U « X" ist genau dann Umgebung von (Xqreevrx, ) in §2, wenn es Um-
gebungen U1 von x1,...,Un von x  in X so gibt, daB U1 XoooX Un c U
gilt.
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(2) Sind Alr...

eine abgeschlossene Teilmenge von 52.

,An abgeschlossene Teilmengen von X, so ist A, x...x A

6.1.17 AUFGABEN
Priifen Sie die Gliltigkeit folgender Aussagen:

(1) Zwei Teilmengen A und B von x™ sind genau dann benachbart in 52,

wenn fiir i = 1,...,n die Mengen p.[A] und p,[B] in X benachbart sind.
i i =

(2) x ist genau dann Beriihrpunkt von A in 52, wenn fiir i = 1,...,n das

Element pi(x) Beriihrpunkt von pi[A] in X ist.

6.1.18 AUFGABEN
A und B seien Teilmengen von X. Zeigen Sie:
(1) 1nt§2 (A x B) intgA x intKB.

(2) clxz (A x B) = cle x CIEB.

(3) frxz (A x B) = (frxA x cle) ] (cle x fpr).

(4) Die Diagonale by = {(x,x)Ix € X} ist abgeschlossen in 52.
6.1.19 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) sind f1: X » Y und f2: X -+ Y (gleichméBig) stetig, so ist auch die
durch £(x,x') = (£,(x),£,(x')) definierte Abbildung f: X* » Y
maBig) stetigq.

(gleich-

(2) (Compl 5)“ ist Vervollstdndigung von 5".
{3) Sind X und Y metrisch (uniform, topologisch) isomorph, so sind
auch g“ und Xn metrisch (uniform, topologisch) isomorph.

(4) ID und m"” sind fir jedes n uniform isomorph.

6.1.20 AUFGABEN

Sind X = (X,dy) und ¥ = (Y,d,) metrische Rdume, so wird durch
d((x,y),(x',y")) = Max{dx(x,x'),dy(y,y')} eine Metrik 4 auf X x Y
definiert. Der metrische Raum (X x Y,d) wird Produkt von X und Y ge-

nannt und mit X x Y bezeichnet. Zeigen Sie:
(1) %% = x x x.
(2) Eine Folge (xn,yn) konvergiert in X x Y genau dann gegen (x,y),

wenn (xn) in X gegen x und (yn) in Y gegen y konvergieren.

(3) Gilt X # @ # Y, so ist X x Y genau dann (topologisch) vollstdndig,
total beschrénkt, kompakt, separabel, (uniform) zusammenhdngend bzw.
(uniform) total-unzusammenhdngend, wenn sowohl X als auch Y die ent-
sprechende Eigenschaft haben.
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(4) Gilt X # @ # ¥, so ist X x Y genau dann in sich dicht, wenn X oder
Y in sich dicht ist.
(5) Ist X ein nicht-leerer, kompakter, total-unzusammenhd@ngender me-

trischer Raum, so sind ID und X x D uniform isomorph.

6.2 DIE METRISCHEN REUME XIN

6.2.1 DEFINITION
Sei X = (X,d) ein metrischer Raum mit diam X £ 1. Durch dni((xn)’(yn))

d(x ,yn)

= sup {———————— In € W} wird eine Metrik d auf der Menge qualler

N
Folgen in X definiert. Der Raum (X d ) wird mit xIN bezeichnet.

6.2.2 BEMERKUNG
Die Bedingung diam X € 1 in obiger Definition bedeutet keine wesent-

liche Einschrédnkung, da zu jeder Metrik d auf X eine uniform &quiva-
lente Metrik 4' (z.B. d4'(x,y) = min{1,d(x,y)}) mit diam (X,d') =< 1
existiert. Im folgenden sei deshalb stets vorausgesetzt, daB8 X ein

metrischer Raum mit diam X < 1 ist.

6.2.3 SATZ

Sind X = (X,d) ein metrischer Raum mit diam X < 1, (r ) eine Folge po-
sitiven neellen Zahfen mit lim r =0 und (s ) eine Folge positivenr
n-oo
neellen Zahlen mit = s, < @, 40 sind folgende Metriken d1,d2,d3 aug
n=1
N 2y d]N undiform dquivalent:
1 = .
(1) @' (x ), (y)) = sup {r - dlx .,y )In € N},
2 =]
(2) @ ({x ), (y )y = T s - dlx ,y,) s
n=1
(3) @ ((x ), ty ) =\/;° (s - dlx_,y))>
n’ ' ¥n n=1 D n'Yn :
Iwed Folgen (x ) = ((x )) und lyy) = ((ym)) in an sind genau dann be-

nachbart, wenn §idr Jeded n € W dLQ beiden Folgen (x ) und (y ) 4n X
benachbart sind.

Beweis:

(1) Zundchst zeigen wir, dag (x ) und (y ) in (an d1) genau dann be-
nachbart sind, wenn flir alle n dle Folgen (x ) und (y ) in X benach-
bart sind. Sind (x ) und (y ) in (X d } benachbart, so gilt
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lim d1(xm,ym) = lim sup{r . d(xm,ym)ln € N} = O. Somit gilt fir jedes
M-—s0 m-xo
n € IN erst recht lim roo- d(x Yo ™ = 0, wegen r, # 0 also

Mo

lim d(x Y Ty = o. Folglich sind flir jedes n € W die Folgen (xg) und

-0

(yﬁ) in X benachbart. Sind umgekehrt fiir jedes n € IN die Folgen (x:)

und (y?) in X benachbart, so gibt es zu jedem € > O und zu jedem n € W
ein m. ., so daB aus m 2 m stets d(xﬁ,yﬂ) < ;E folgt. Ferner gibt es
n
. . m _m
ein no, so daB aus n > ng stets Th < £ und somit rn d(xn,yn) < rn< €
folgt. Ist m_ = max{m;,...,m_ 1}, so folgt aus m = m_ stets
(] 1 Ng (o]

. m _m . 1 _ . m _m
r, d(xn,yn) < € und somit 4 (xm,ym) = sup{rn d(xn,yn)ln € IN} < €.

Also gilt lim d1(xm,ym) = 0. Die Folgen (xm) und (ym) sind damit in

m=o

(an,d1) benachbart.

(2) Ganz analog zeigt man, daB (x } und (y ) in (XIN ,d%) fir i = 2,3
genau dann benachbart sind, wenn fur jedes n € W die Folgen (x ) und
(y )} in X benachbart sind. Hieraus folgt nach 2.2.5 die unlforme BEqui-
valenz der Metriken d3, d2, d1 und insbesondere dIN'
6.2.4 SATZ

I8t (xm) = ((xﬁ)) eine Folge in xN und 2z = (zn) ein ELement von X
s0 s4ind dquivalent:

N
. . m™
(a) (xm) konvergient in X gegen z.
(b) Fin jedes n € W konvergient die Folge (xﬁ) in X gegen z, (d.h., es
Liegt koondinatenwedlse Konvergenz vor).
Beweis:

Die Behauptung folgt wegen 1.3.13 unmittelbar aus 6.2.3.

6.2.5 BEMERKUNG
Aus obigen S&dtzen folgt:

(1) Sind d und d' topologisch (bzw. uniform) &4quivalente Metriken auf
X, so sind d]N und d‘IN nach 6,.,2,4 und 2.2.6 (bzw. 6.2.3 und 2.2.5)
topologisch (bzw. uniform) &dquivalent.

2 3

(2) Die Metrik dIN (ebenso wie jede der Metriken d1,d und 4~ von

6.2.3) beschreibt die einfache Konvergenz auf der Funktionenmenge xN =
Abb(IN,X). Wie in 6.0 bemerkt, wird die gleichmifige Konvergenz in der
Funktionenmenge x™ u.a. durch die Metrik d ((xn),(y )) =
sup{d(xn,yn)ln € N} beschrieben. Wegen d (x,y) < d (x,y) ist die
durch x |l x definierte Abbildung f: (X d ) - (x m) gleichmégBig

stetig. Hingegen ist f-1: (an ) - (X ds) nicht stetiqg, sofern X
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wenigstens zwei Punkte enth&lt. Sind ndmlich x und y zwei verschiedene
x fir n < m
Punkte in X und definiert man x© = , x_ = (x™) und
n y fir n 2 m m n

Xo = {x), so konvergiert die Folge (xm) wegen dnq(xm,xo)

sup[% d(xg,x)ln € N} = % « d{y,x) in (xlq,dIN) gegen X . Hingegen kon-
vergiert die Folge (xm) in (an,ds) nicht, sie besitzt nicht einmal
eine konvergente Teilfolge; denn aus m # m' folgt stets ds(xm,xm,)
sup{d(x:,xg )In € IN} = d(x,y). Somit sind ds und d]N fir mindestens
zweielementige X nicht topologisch &quivalent. Wie obige Folge zeigt,
ist (an,ds) fiir mindestens zweielementige X niemals kompakt. Hingegen

werden wir sehen, daB X]N kompakt ist, sobald X kompakt ist.

6.2.6 SATZ

(1) Fin fedes n wind dunch (x_) b (X;,....%x)) eine gledichmiBig stetdi-
ge Abbifdung von 531 auf 52 defindient.

(2) Fin jedes n und jedes x € X wird dunch

X falls m € n
(x1,...,xn) g (x&) mit xﬁ = ' ein uniformen Isomon-
x, falls m > n

phismus von X" auf einen abgeschlossenen Teifraum von x¥ defindent.

Beweis:

Trivial.

6.2.7 SATZ

I1st (£) eine Folge von Abbifdungen £,0 Y = X, 40 {8t die dunch

y b (£ () definiente Abbifdung f£f: Y -~ gfi genau dann (glelchmdBig)
stetig, wenn alle £ Y~ X {gleichmdBig) stetig s4ind.

Beweis:

(1) Sei f£: ¥ » x™ (gleichmiBig) stetig. Da fiir jedes n € N die durch
(xm) - Xy definierte Abbildung Pnt gfi - X gleichméBig stetig ist,
ist auch filr jedes n € I fn =P, ° f (gleichmdBig) stetig.

(2) Sei jedes fn: Y -+ X gleichmdfig stetig. Sind (ym) und (yé) benach-
barte Folgen in Y, so sind fiir jedes n die Folgen (fn(ym)) = (f(ym)n)
und (fn(yﬁ)) = (f(y@)n) benachbart in X. Somit sind nach 6.2.3 die
Folgen (£(y_)) und (f£(y})) benachbart in x™ . Nach 2.1.6 ist

f: Y - énq gleichmdBig stetig.

(3) Sei jedes fn: Y » X stetig. Konvergiert (ym) in ¥ gegen y, so kon-
vergiert filir jedes n die Folge (fn(ym)) = (f(ym)n) in X gegen fn(y) =
f(y)n. Nach 6.2.4 konvergiert (f(ym)) in gfi gegen f(y). Nach 2.1.2
ist £f: ¥ = ﬁfi stetig.
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6.2.8 SATZ

Aquivalent adind:

{a) X {8t vollstdndig.
(b) Efi 48t vollstdindig.

Beweis:

(a) » (b): Ist (xm) = ((xﬁ)) eine Cauchy-Folge in an , so ist wegen
m _m' oo . m .

d(xn,xn ) < ndnq(xm,xm‘) fiir jedes n € N die Folge (xn) eine Cauchy-

Folge in X, konvergiert also gegen ein X, in X. Nach 6.2.4 konvergiert

(xm) gegen den Punkt x = (xn) in an.

(b) = (a) folgt aus 6.2.6(2) und 3.1.1%0.

6.2.9 SATZ

Aquivafent sdind:

(a) X 48t total-beschrdnkt.
(b) xT ist total-beschrinkt.

Beweis:

(a) = (b): Sei € > 0. Ist Y ein e-Netz in X, x ein Punkt von X und n
eine natiirliche Zahl mit % < €, so ist {(xm) € xmlxm €Y flir m < n
und X, =X fir m 2 n} ein e-Netz in gfi.

(b) = (a) folgt aus 6.2.6(2) und 4.1.10.

6.2.10 SATZ
Aquivalent sind:
(a) X {81 kompakt.

(b) §Ei {8t hompakt.

Bewelis:

Dies folgt aus 4.2.2 und den beiden vorangegangenen S&tzen.

6.2.11 SATZ

Aquivalent sdind:

(a) X 48t topologisch vollfstdndig.
(b) gfi {4t topologisch vollstindig.

Beweis:

(a) = (b): Nach 3.6.9 ist X ein GB—Teilraum eines vollstdndigen me-
trischen Raumes Y. Sei (Bn) eine Folge offener Teilmengen von Y mit

©
X = N_B_. Fir jedes Paar (n,m) € nqz ist die Menge B =
n=1 n [
oo
{{x5) € YN x, € By} eine offene Teilmenge von . Wegen 3_1 Bn,m =
— ,m=
xM ist xN ein Gg-Teilraum des nach 6.2.8 vollstdndigen Raumes y

und somit nach 3.6.9 selbst topologisch vollstdndig.
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{b) = (a) folgt aus 6.,2.6(2) und 3.5.5(1).

6.2.12 SATZ

Aquivalent sind:

(a) X {3t sepanabel.
() X ist sepanabel.

Beveis:

(a) = (b): Ist Y eine hdchstens abzihlbare, dichte Teilmenge von X,
so ist D = {(yn) € anl(yn) igt fast konstant} eine hdchstens abzdhl-
bare, dichte Teilmenge von Efi. Beweisen Sie das bitte!

(b) = (a): Ist Y eine hdchstens abzdhlbare, dichte Teilmenge von §Ei
und ist f: gfi -+ X eine stetige Abbildung von gfi auf X (vergl.
6.2.6(1)), so ist f£{Y] eine h&chstens abzdhlbare, dichte Teilmenge

von X.

6.2.13 SATZ

Aqudivalent sind:

(a) X 481 (undiform) zusammenhdngend.
(b) x™

{8t lundform) zusdammenhdngend.

Beweis:
(a) = (b): Dies folgt fiir X = ¢ trivialerweise. Andernfalls sei x € X.
Fliir jedes n € N ist der durch An = ((xm) € Xmlxm = x fiir m > n} be-

stimmte Teilraum A, von x® nach 6.2.6(2) zu 52 uniform isomorph und

-_— -]
somit nach 6.1.13 (uniform) zusammenhdngend. Wegen n A=A # @ ist
o n=1 :
nach 5.1.8 der durch A = U A _ bestimmte Teilraum A von an {(uniform)
n=1

zusammenhdngend. Da A dicht in Xm ist, folgt hieraus nach 5.1.5 der

J

(uniforme) Zusammenhang von XIN.

(b) = (a) folgt aus 6.2.6(2) und 5.1.3.

6.2.14 SATZ
Aqudivalent sdind:
(a) X 43¢ (undiform) total-unzusammenhdngend.

() XN (st lunigonm) total-unzusammenhdngend.

Beweis:

(a) = (b): FUr jedes n € IN ist die durch (xm) - X, definierte Abbil-
dung o 531 -+ X gleichmdpfig stetig. Flir jeden (uniform) zusammenhdn-
genden Teilraum Y von gfi ist pn[Y] nach 5.7.3 ein (uniform) zusammen-
hidngender Teilraum von X und somit hdchstens einelementig. Daher ist
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Y hochstens einelementigqg.
(b) = {(a) folgt aus 6.2.6(2) und 5.2.4.

6.2.15 SATZ
Enthift X wenigstens zwei Elemente, so 8% X in sich dicht.

Beweis:
Ist (xn) ein Element von an und €& eine positive reelle Zahl, so gibt
es ein m mit % < €. Ist y ein beliebiges Element aus X\(xm} und defi-

X, fir n # m
niert man y_ = , sO0 gilt (y ) # (x_) und
n y flir n=m n n

dIN ((xn) , (yn)) < €.

'6.2.16 THEOREM
1st Y = X2, s0 gilt:

(1) Y und v sind undigonm Lsomorph.
(2) Fin jedes n € N sind ¥ und Xz uniform {somonph,

Beweis:

(1) Sei X = (X,d),¥ = (v,dp) und Y& = (vM %), sei h: Nx ™ » W
die Bijektion, definiert durch h(n,m) (EiE:l%iEIEZE) + n (Cantorsches
Diagonalverfahren). Man setze g:= h—1, g(i) = (g1(i), gz(i))7

dann ist (ri) = | ) eine Folge positiver reeller Zahlen

g, (1) -9, (1)
mit lim r; = O. Nach 6.2.3 wird durch d1((xi),(yi))

i e

1

sup(ri-d(xi,yi)li € IN} eine z2u d]N uniform dquivalente Metrik d' auf
an = Y definiert. Ist y = (yn) ein Element von an mit Y, =
N _ ; N =
(x(n,m)) € X =Y, so wird durch y ~ (xi) € X Y mit x5 xg(i)
ein metrischer Isomorphismus f: YlN - (Y,d1) definiert; denn filir be-
3 3 = = [ ' = '
llebl%? Elemente y = (y ) = ({x  ,)} und y (yp) (' m )
von Y gilt:
1 _ a1 . _ . R
d (£(y).£(y")) = d ((x;),(x;)) = sup{r,d(x;,x{) | 1 € N}
= — . '
sup{g1(i) Y d(xg(i),xg(i)) | 1 € IN}
= 1, )
= SuP(n-m d(x(n’m),x (n,m))l(n'm) € IN x I}

= sup(% . sup{%d(x I m € IN})in € W)

(n,m)’x' (n,m))
= sup(l - dp (y ¥y I n€N)

= d*(y.y").
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Wegen der uniformen Aquivalenz von d1 und dm sind Xfi und ¥ uniform
isomorph.

(2) sei X = (X,d), ¥ = (y,dp,) und Xﬁ = (Yn,dn). Aus der Mengenlehre
ist bekannt, daB eine bijektive Abbildung h: {1,...,n} x N -+ IN exi-
stiert (z.B. h(i,m) =i + (m=1)n). Ist g: IN -» {1,...,n}) x IN die zu
h inverse Abbildung mit g(k) = (g1(k),g2(k)), so ist (rm) = (EE%HT)

eine Folge positiver reeller Zahlen mit lim r, = 0. Nach 6.2.3 wird

TN -0
1 _ . ; <
durch d ((xn),(ym)) = sup[rm d(xm,ym)lm € IN} eine zu d]N uniform
dquivalente Metrik d1 auf an = Y definiert. Die durch y = (xm) 0
1 n _. i s s .
((xm),...,(xg)) €Y mit x = X (1,m) definierte Abbildung

f: (Y,d1) - XE ist ein metrischer Isomorphismus; denn fiir beliebige
Elemente y = (xn) und y' = (x&) von Y gilt wegen der Implikation

k = h(i,m) = m = gz(k) stets:

a_(£(y), £(y')) = maxfdy ((xh, h) 11 e 0,0

1 . .
= max[sup{a-d(xh(i,m),xh(i,m))Im € WN}li € {1,...,n}}

= sup(‘% . a(x | (i,m) € {1,...,n} x IN}

h(i,m) " *h(i,m)’

= Sup[_1__. . d(x

) I k € IN}

K *k)
= sup{r, - d(xk,xi) I k € IN}

alty.y".

Wegen der uniformen Kquivalenz von a' und dpy sind Y und Xf uniform
isomorph.

6.2.17 AUFGABEN
Sei (An) eine Folge nicht-leerer Teilmengen von X und

A=n A =A
nemN o

(1) A ist genau dann abgeschlossen in Xm], wenn jedes An abgeschlossen

1 * Ay x oLl Priifen Sie die folgenden Behauptungen:

in X ist.

(2) A ist genau dann offen in x™, wenn jedes A offen in X ist.

Beschreiben Sie:
(3) cla in xNV.
(4) intA in X

g

6.2.18 AUFGABEN

Zeigen Sie:
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(1) Ist X ein diskreter metrischer Raum, so giilt an = Bair(X).

(2) (Compl E)nq ist Vervollstédndigung von énq-

(3) Ist (fn: X - Y) eine Folge (gleichm&Big) stetiger Abbi;?unge;i S0
ist die durch f((xn)) = (fn(xn)) definierte Abbildung £: X - Y
(gleichmdBfig) stetig. (Vergl. mit 6.2.7).

6.3 DER RAUM {0,1}IN UND DAS CANTORSCHE DISKONTINUUM D

6.3.1 THEOREM
18t X edin kompahten, totaf-unzusammenhingenden Raum mit wenigsiens
zwed Punkten, s0 ist XIN zum Cantorschen Diskontinuum D undiform (3¢~

monph.

Beweis:
Der Raum KIN ist nach 6.2.10 kompakt, nach 6.2.14 total-unzusammenhan-
gend und nach 6.2.15 in sich dicht und somit nach 5.3.4 uniform iso-

morph zu DD,

6.3.2 THEQREM

(1) Die Rdume {0,1)m und D sind uniform Lsomorph.

(2) Die Riume ID und Elfi sind uniform Lsomonph.

(3) Firn jedes n € IN sind die Rdume D und 312 und form Lsomonph.

Bewelis:
(1) folgt aus 6.3.1, (2) und (3) folcen aus (1) und 6.2.16.

6.3.3 THEOREM (Struktursatz §ir kRompakte, total-unzusammenhdngende
Rdume)

Aquivalent sind:

(a) X <8t hompakt und total-unzusammenhdngend.

(b)
(c)

X 482 zu ednem abgeschlossenen Teilraum von ID uniform Lsomonph.
X

48t zu einem abgeschlossenen Teifraum von ID topofogisch Lsomonph.
Beweis:

(a) = (b): Nach 6.2.6(2) ist X zu einem abgeschlossenen Teilraum von

x™ und somit nach 6.3.1 zu einem abgeschlossenen Teilraum von ID uni-
form isomorph. '

(b) = (c) = (a): Trivial.

6.3.4 THEOREM
Tst A edin abgeschfossenen Teilraum eines hompakten, total-unzusammen-
hdngenden Raumes X, 40 existierit zu jeden stetigen Abbifdung f: A - Y
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von A in einen nicht-Leeren metnischen Raum Y eine stetige Fontsetzung
g: X - ¥.

Beweis:

Nach 6.3.3 existiert ein uniformer Isomorphismus h: X - B von X auf
einen abgeschlossenen Teilraum B von ID. Dieser induziert einen uni-
formen Isomorphismus k von A auf einen abgeschlossenen Teilraum C von
ID. Hach 5.3.13 hat die stetige Atbildung f = k|
Fortsetzung 1: ID - Y. Somit ist g = 1 » h: X + Y eine stetige Fort-

: C » Y eine stetige
setzung von f.

6.3.5 SATZ
Jeden nicht-teene, kompakte, totaf-unzusammenhdngende Raum X {38t edin
dtetiges Bild von DD,

Beweis:

Nach 6.3.3 existiert ein abgeschlossener Teilraum A von D und ein uni-
former Isomorphismus h: A - X. Nach 5.3.12 existiert eine stetige, sur-
jektive Abbildung r: ID - A. Somit ist f = h - r eine stetige Abbil-
dung von ID auf X.

6.3.6 AUFGABEN
Zeigen Sie:
(1) Flir jedes n € IN 1ld8t sich ID darstellen als disjunkte Vereinigung

von n uniformen Zerlegungsmengen von ID, die alle zu D uniform iso-
morph sind.

(2) ID 148t sich darstellen als abz&hlbare disjunkte Vereinigung von
abgeschlossenen Teilrdumen von D, die alle zu ID uniform isomorph
sind.

(3) ID 148t sich darstellen als disjunkte Vereinigung von ¢ abgeschlos-
senen Teilrdumen von ID, die alle zu ID uniform isomorph sind.

6.3.7 AUFGABEN
Sei X der durch D u{%} bestimmte Teilraum von IR . Zeigen Sie:

(1) Fir jedes n sind X und in uniform isomorph.

(2) gnq ist uniform isomorph zu D.

(3) Enq ist nicht topologisch isomorph zu X.
(4) Jeder der beiden (topologisch nicht isomorphen) metrischen Riume
X und ID ist zu einem abgeschlossenen Teilraum des anderen uniform

isomorph.
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6.4 DER HILBERT-QUADER H = [0,1]m

6.4.1 DEFINITION
Der Raum [0,1]N heiBt Hifbent-Quader und wird mit IH bezeichnet.

6.4.2 SATZ
Den Hifbent-Quaden I 4i4% kompakrt, zusammenhdngend und 4in sdich dicht.

Beweis:
6.2.10, 6.2.13 und 6.2.15.

6.4.3 SATZ
(1) Die Rdume I und Y sind uniform Lsomonrph.
(2) Fiin jedes n € N sind die Riume E und H"” uniform iscmonph.

Bewelis:
6.2.16.

6.4.4 SATZ
Den Hilbent-Quaden ™ 4ist stetiges Bild des Cantorschen Dishontinuums
D.

Bewels:

Nach 5.3.6 existiert eine stetige Abbildung £ von ID auf [0,1]. Die

durch x = (x,) b (f(xn)) definierte Abbildung g: Elfi + H = [O,1]n
ist surjektiv und stetig, denn ist (xm) = ((x:)) eine gegen x = (xn)

konvergierende Folge in ggfi, so konvergiert nach 6.2.4 fir jedes

n € IN die Folge (xz) in D gegen x_, also wegen der Stetigkeit von £
die Folge (f(x?);qin [0,1] gegen f(xn), also nach 6.2.4 die Folge
(g(xm)) in [0,1] gegen g(x). Nach 6.3.2 existiert ein uniformer
Isomorphismus h: ID - Elfi. Somit ist g = h: D » H eine stetige Ab-
bildung von D auf H.

6.4.5 BEMERKUNG
Obiger Satz hat den Leser hoffentlich verbliifft. Man bedenke: Das Can-

torsche Diskontinuum ist ein ganz "diinner” Teilraum von [0,1], der
Hilbert-Quader H = [0,1]N hingegen ein gewaltig grofer Raum, der
nicht nur [0,1)] und fir jedes n € N den Raum [0,1)" als recht kleinen
Teilraum enthilt, sondern sogar ¢ paarweise disjunkte Teilrdume, von
denen jeder zu M selbst uniform isomorph ist. Fiir jedes x € [0,1] ist
nadmlich der durch Ax = {(xn) € [0,1]]N Ix1 = x} bestimmte Teilraum A

von H zu H selbst uniform isomorph.
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Als nachstes wollen wir zeigen, daB jeder kompakte metrische Raum zu
einem abgeschlossenen Teilraum von IH uniform isomorph ist. Dazu be-

nétigen wir einige Vorbereitungen,

6.4.6 SATZ

Ist (£,) eine Folge gleichmipfig stetigen Abbifdungen £ XY und
g4ib%t es zu fe zwed nicht benachbaxrten Teifmengen A und B von X edn

n € N derart, daB £ [A] und £ [B] nicht benachbart in Y sdind, s0 4s2
die durch x |= (fn(x)) def.indente Abbildung £ von X aug den dunrch

2 = ((£f (x))Ix € X} bestimmten Teilraum 2Z von Xfi ein uniformen lso-
monphismus .

Beweis:

Nach 6.2.7 ist £f: X - Z gleichmidBig stetig. Sind x und x' zwei ver-
schiedene Punkte von X, so sind die Mengen {x} und {x'} nicht benach-
bart in X. Somit gibt es ein n mit fn(x) # fn(x'), woraus f(x) # £(x')
folgt. Folglich ist f: X - Z nicht nur surjektiv, sondern auch injek-
tiv und somit bijektiv. Sind A und B nicht-benachbarte Teilmengen von
X, so gibt es ein n derart, das fn[A] und f_(B] nicht benachbart in Y
sind und somit einen positiven Abstand r = dist (fn[A],fn[B]) haben.
Hieraus folgt dist (f[A],f([B]) = % - r > 0. Also sind £[A] und £[B]
nicht benachbart in 2. Nach 2.1.6 folgt hieraus die gleichmiBige Ste-

tigkeit von £, Z - X. Somit ist f: X - Z ein uniformer Isomorphismus.

6.4.7 SATZ

15t () eine Folge stetiger Abbifdungen £.: X+ Y und gibt es zu fe-
den Teilmenge A von X und jedem Punkt x € X, der kein Berdhapunkt von
A (8%, ein n € N derart, daB f_(x) 4in Y kedin Beriihnpunkt von £ [(A)
5%, 40 L8t die dunrch x (£, (x)) definienze Abbildung von X auf den
durch 2 = ((E (x))1x € X} beatimmten Teillraum 2 von Xfi ein topoklo-
gischen lsomorphismus.

Beweis:

Analog dem Beweis von 6.4.6.

6.4.8 THEOREM (Struktursatz §ir separable metrnische Rdume)

Aquivalent sind:

{(a) X (st sepanabel.

(b) X

(c) X {8t topologisch Lsomonph zu einem Teifraum eines kompakten Rau-
mes.

L6t topologisch isomonph zu einem Tellraum von M.

(d) X (3t topologisch isomonph zu einem totaf beschrdnkten Raum.



Beweis:

(a) = (b): Nach 2.2.9(5) k®dnnen wir ohne Beschrdnkung der Allgemein-
heit diam X < 1 voraussetzen. Fiir X = ¢ ist alles trivial. Andernfalls
existiert eine Folge (xn) in X, so daB die Menge {xnln € IN} dicht in
X ist. Flir jedes n ist nach 2.3.2 die durch x b dist (x,[xn}) defi-
nierte Abbildung fn: X - [0,1] stetig. Ist A eine Teilmenge von X und
x ein Punkt von X, der kein Beriihrpunkt von A ist, so gilt r =

dist (A,x) > O. Folglich existiert ein n € IN mit d(xn,x) < %. Hier-

aus folgt einerseits lfn(x)l < andererseits Ifn(a)l 2 % r fUr jedes

L
3!
a € A. Alsc ist fn(X) kein Beriihrpunkt von fn[A] in [0,1]. Nach 6.4.7
wird somit durch x - (fn(x)) ein topologischer Isomorphismus von X

auf einen Teilraum von [O,‘l]]N = H definiert.

(b) = (c) folgt aus der Kompaktheit von IH.
{(c) = (d) folgt aus 4.2.5.
(d) = (a) folgt aus 4.1.14.

6.4.9 THEOREM [Struktursatz §ir kompakie metnische Rdume)

Fin X # @ sind dquivalent:

{a) X 441 kompakt.

(b) X 48t fopologisch {somonph zu edinem abgeschlfossenen Teilraum von
H.

(c) X 48t uniform isomonph zu edinem abgeschfossenen Telfraum von .

(d) X £st stetiges Bild von ID.

(e) X £s& gleichmdBig stetiges Bifd von ID.

Beweis:

(a) = (b): Ist X kompakt, so ist X separabel und somit nach dem Struk-
tursatz 6.4.8 fiir separable metrische R&ume topologisch isomorph zu
einem Teilraum Y von IH. Der Raum Y ist kompakt und somit nach 4.2.4
ein abgeschlossener Teilraum von IH.

(b) == (c) folgt aus 4.2.17.

(b) » (d): Es sei h: X » ¥ ein topolecgischer Isomorphismus von X auf
einen abgeschlossenen Teilraum Y von I . Nach 6.4.4 existiert eine
stetige Abbildung g von ID auf H. Sei A der durch A = g” (Y] bestimm-
te abgeschlossene Teilraum von D, und sei g': A - Y die zugehdrige
Einschr&nkung von g. Die surjektive stetige Abbildung h_1 e g': A - X
148t sich nach 5.3.13 2zu einer stetigen Abbildung von D auf X fort-
setzen.

(d) = (e) folgt aus 4.2.15.

(d) = (a) folgt aus 4.2.18.
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6.4.10 THEOREM (Struktursatz §iirn total beschrdnkte metrnische Rdume)
Aqudivalent sdind:
(a) X 44t total beschrdnkt.

(b) X 481 Teifrnaum edines kompakten Raumes.
(c) X 48t uniform Lisomoaph zu ednem Teilnraum von IH.
Beweis:

(a) = (b) folgt aus 4.2.5.

(b) = (c): Ist X Teilraum des kompakten Raumes Y, so existiert nach
6.4.9 ein uniformer Isomorphismus h von Y auf einen Teilraum A von H.
Ist B der durch hi{X] bestimmte Teilraum von IH, so ist die Einschrén-
kung h': X - B ebenfalls ein uniformer Isomorphismus.

(c) = (a) folgt aus der totalen Beschrdnktheit von H und 4.1.1%0.

6.4.11 THEOREM (Stauktunsatz 4dn separnable, topologisch vollstindige
metrische Raume)

Aquivalent s4ind:

(a) X 4381 sepanabel und topofogisch vollstdindig.

(b) X <81 topologisch isomorph zu einem Gg-Teilraum von H.

Beweis:

(a) = (b): Nach 6.4.8 ist X topologisch isomorph zu einem Teilraum A
von IH. Der Raum A ist topologisch vollstdndig und somit nach 3.5.6
ein Ga—Teilraum von M.

(b) = (a) folgt aus der topologischen Vollsté&ndigkeit von M und 3.5.5
sowie 6.4.8.

6.4.12 BEMERKUNG
Es gibt keinen metrischen Raum Y derart, daB jeder metrische Raum X

zu einem Teilraum von Y topologisch isomorph ist. Das folgt bereits
aus der Tatsache, daB zu jedem metrischen Raum Y ein metrischer Raum
X mit Card Y < Card X existiert. Schrdnkt man jedoch die Gr&éSe der
Riume geeignet ein, so gelangt man zu einem geeigneten "GroBraum".
Genauer: Ist M eine beliebige unendliche Menge und ist Y der M-stach-
lige Igel, so sind &dquivalent:

(a) hat eine dichte Teilmenge D mit Card D £ Card M.

X
(b) X w

ist topologisch isombrph zu einem Teilraum von Y .

6.4.13 AUFGABEN
Zeigen Sie:
(1) Jede stetige Abbildung von einem abgeschlossenen Teilraum A eines

metrischen Raumes X in IH 148t sich zu einer stetigen Abbildung auf X
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fortsetzen.

(2) Jeder ultrametrische Raum X ist uniform isomorph zu einem Teilraum
von Bair(x). [Vergl. 6.2.18]

(3) Ist X der durch die Menge X = ((x_) € 1,10 € x, < &} bestimmte
Teilraum des Hilbert-Raumes 12, so gilt:

(a) X ist nirgends dicht in 1,.

(b) X ist uniform isomorph zu H.

6.5 DER RAUM M N UND DER RAUM TP DER IRRATIONALZAHLEN
Auf N sind die Euklidische Metrik dE(x,y) = |x - yl und die diskrete

1, falls x # y
Metrik d(x,y) = uniform dquivalent. In diesem Para-
O, falls x =y

graphen wollen wir den Raum (I ,d) der natlirlichen Zahlen, versehen
mit der diskreten Metrik d, mit IN bezeichnen. Dann k&nnen wir nach
6.2.1 den Funktionenraum N pilden. Dieser hat viele interessante

Eigenschaften.

6.5.1 SATZ
_— 1

16t m eine natinliche Zahf und r eine neelfe Zahl mit T <% <

+1 » 40

1
™ m
gilt fin jedes Element x = (x)) aus W~ :

(1) Die offene Kugel mit Zentrum x und Radius r hat 4in n §ofgende

= N =
Gestalt: s(x,r) = [(yn) € IN I(y1,...,ym) = (x1,...,xm)].
(2) S(x,r) 44t eine uniforme lernfegungsmenge.
(3) Den Teifraum S(x,r) von N st undform Lsomorph zu ININ.

Beweis:

1 1
(1) Aus dpy ((x)),(y )) = suply « dlx .,y )In € Nj = sup{ lx # y.}
folgt unmittelbar die Aquivalenz dli((xn)’(yn)) < I e (x1,...,xm) =
(y1,...,ym) und somit (1).

(2) Aus (1) folgt dist(S(x,r), N \S(x,r)) 2
™ M\s(x,r) nicht benachbart.

%. Also sind S(x,r) und

(3) Durch (yn) - (yn+m) wird ein uniformer Isomorphismus

h: S(x,r) - Iqu definiert.

6.5.2 SATZ
Den Raum W hat gogende Edigenschagten:
(1) W isz topologisch vollstindig.

(2) ]N:lN {51 sepanabel.
IN

(3) Jeden kempahte Tedlraum von m® st ningends dicht in IN " .
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(4 Tn WV existient zu fedem Punkt x und jeden Umgebung U von x edne -

lenlegungsmenge A mit x € A < U,

Beweis:

(1) folgt aus 6.2.11.

(2) folgt aus 6.2.12,

(3) Sei A ein kompakter Teilraum von glfi. Wdre A nicht nirgends-dicht

in ndnq, so gdbe es ein x € A derart, dafs A Umgebung von x in nlnq wa-

re. Dann existierte eine offene Kugel S(x,r) in nin' mit S(x,r) < A.

Nach 6.5.1(2) wdre S(x,r) abgeschlossen in Eifi und somit erst recht
in A. Nach 4.2.4 widre S(x,r) somit kompakt. Andererseits ist S(x,r)
nach 6.5.1(3) topologisch isomorph zu ELEi und somit nach 6.2.10 nicht
kompakt. Widerspruch. Folglich ist A nirgends dicht in Eifi.

(4) folgt aus 6.5.1(2).

6.5.3 BEMERKUNG
(1) Obige Eigenschaften von nN sind nicht zuf&dllig ausgewdhlt. Es

gilt ndmlich der folgende bemerkenswerte Satz: Ein metrischer Raum X
mit X # @ ist genau dann zu 3131 topologisch isomorph, wenn er folgen-
de Eigenschaften hat: X ist topologisch vollstdndig, separabel, jeder
kompakte Teilraum von X ist nirgends dicht in X, und in X existiert zu

jeder Umgebung U eines Punktes x eine Zerlequngsmenge A mit x € A < U.

Diesen Satz werden wir nicht beweisen. Es sei nur angemerkt, daB ein
Bewelis ganz analog zum Beweis des Charakterisierungssatzes 5.3.4 von
ID durchgefilhrt werden kann, wenn man mit abz&hlbaren Zerlegungen an-

stelle von endlichen Zerlegungen arbeitet.

(2) Der Raum IP der Irrationalzahlen ist nach 3.5.7 topologisch voll-
stdndig und erfiillt, wie leicht einzusehen ist, auch die anderen in

(1) genannten Bedingungen. Er ist somit zu lﬂnq topologisch isomorph.

(3) Ist X ein beliebiger topologisch vollstdndiger, nicht-kompakter,
separabler Raum mit diam X < 1, so da8 in X zu jeder Umgebung U eines
Punktes x eine Zerlegungsmenge A mit X € A c U existiert, so erfillt
521 die Bedingungen von (1), ist also zu Eﬁfi topologisch isomorph.
Versieht man insbesondere Q bzw. P mit der Metrik d(x,y) =
min{1,Ix-yl}, so sind die metrischen Rdume Eifi, QEL, Elfi und P to-

pologisch isomorph.

6.5.4 AUFGABE
Zeigen Sie, daB sich jeder der Rdume X = IN bzw. X = IP als disjunk-
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te Vereinigung von abzdhlbar vielen, zu X topologisch isomorphen Zer-

legungsmengen von X darstellen 1l&4Rt.

6.6 GLEICHMASSIGE KONVERGENZ IN C(X)
Wie bereits in 6.0 ausgefilhrt, l&8t sich die gleichmifige Konvergenz

stets durch eine Metrik beschreiben. Ist insbesondere X = (X,d) ein
kompakter metrischer Raum und ist C(X) die Menge aller stetigen Abbil-
dungen f: X - IR, so wird durch

Il £-gll = sup {If(x)-g(x)| Ix € X}

eine Metrik auf C(X) definiert, welche die gleichmdBige Konvergenz be-
schreibt. Die mit dieser Metrik versehenen Réume C(X) spielen eine be-
sondere Rolle in der Funktionalanalysis. Es folgen zwei besonders wich-
tige Ergebnisse {iber Teilrdume F von C(X), wobei X stets ein kompakter

metrischer Raum ist.

6.6.1 SATZ (Anzela, Ascoldi)
F {8t genau dann total beschrinkt in C(X), wenn folgende Bedingungen
enfullt sind:
(1) §iin jedes x € X 48t F(x) := [£(x)If € F} beschrdnkt
(2) F 48t gleichgradig stetig, d.h.
VX EX Vexo 3860 VFfEF Vye€eX dx,yl<d = [f(x)-f(y)I<e.

Beweis:
Es sei F total beschrdnkt. Dann ist F nach 4.1.7 beschrédnkt und wegen
I£(x)-g(x)} < Il f-gll fir jedes x € X, £ € F und g €F folgt sofort (1).

Wir zeigen jetzt (2): Sei x € X und € > O. Dann existiert ein %—Netz

N = {f1,...,fn} in F. Wegen der Stetigkeit der fi gilt: .

vi =1,...,n 361 >0 Vy € X Ix-yl <&, = Ifi(x)—fi(y)l < 3. Fur

& := min {61,...,6n} folgt also vy € X Ix-yl < &6 = Ifi(x)-fi(y)l < %
flir jedes i = 1,...,n. Da N ein % - Netz in F ist, existiert flir be-
liebiges £ € F ein j€{1,...,n} mit ||f—fjH < %. Also folgt fir jedes

y € X mit Ix-yl < &

LEG)=E(y) | < £ (0 -E5 (0 I+ E5 () -E5(9) | + 1E5(y)=E(0) | < % +Z45 = €.
Fir die Umkehrung zeigen wir zundchst, daB die Bedingung (2) &quiva-
lent ist zur Bedingung

(2') Vve>0 36>0 VFEEF Vx€EX Vy€X d(x,y) < & = [£(x)-f(y)! < €.

Klar, daB (2') = (2) gilt. Es gelte (2), aber nicht (2'), d.h.

3e>0 VnEN 3If_€F 3x_,y € X mit d(x ,y,)< % und £ (x )£ (y)! 2 eg (")
Nach 4.2.70 existiert dann eine gegen ein X, € X konvergente Teilfolge
(xni) von (xn) derart, daB die entsprechende Teilfolge (yni) von (yn)
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<l
nj
d(xo’yo) < d(xo,xni)-kd(xni,yni) + d(yni,yo) fiir jedes i € N folgt

gegen ein y € X konvergiert. Wegen d(xni,yni) und

d(xo,yo) = 0, also X = Y, Nach (2) folgt €
36 >0 VEEF vy €X dlx,y) <8, = E(x )-£(y) 1 < 5= (**).
Da (xn_) und (yni) gegen X, konvergieren, existiert ein k € N mit
d(xo,x:k) < %; < 60 und d(xo,ynk) < %; < 60, insbesondere folgen we-
gen (**) flr m := n,

Eq G
Ifm(xo)—fm(xm)l < 5 und Ifm(xo)—fm(ym)l <5 alsoe .
o o

VE (x ) =€ (yp) | € VEp () =Ep () L+ VE (x ) —£ (yp) 1< 52 + 52 = €4

im Widerspruch dazu, das8 nach (*) Ifm(xm)-fm(ym)l 2 € gilt.

F erfiille nun (1) und (2'). Sei r > O. Wir haben die Existenz eines

r-Netzes in F zu beweisen. Wegen (2') gilt:
36,>0 V£ €F vx,y € X dlx,y) < & = |f(x)-£f(y)| < % (¥*%).

Da X kompakt ist, ist X nach 4.2.2 total beschrénkt. Also exi-

stiert ein § -Netz {x,,...,x ] ir X.Wegen (1) ist {f(x,)|f € F} fir
jedes i = 1,...,n beschrdnkt, nach 4.1.12 sogar total beschridnkt. Da-
her existiert zu jedem i = 1,...,n eine endliche Uberdeckung Ui von

(£(x;) 1f € F} derart, das diam U < 3 fr jedes U € u; gilt.
n
Sei N Ui = [(01,...,U YU, € Ui fir alle i = 1,...,n}; wir definie-
i=1 "n
ren nun eine Abbildung 0 Ui - F wie folgt: Hat ein
i=1
n
1""’Un) € _n1 Ui die Eigenschaft, daB ein f € F mit f(xi) € Ui
l=
1,+..,n existiert, so sei fj ein solches f; hat j diese
Eigenschaft nicht, sc sei fj beliebig aus F gewdhlt. Wir beweisen, das

j:= (U

fir alle i =

n

(fjlj € n Ui] ein r-Netz in F ist: Sei £ € F. FUr jedes i = 1,...,n
i=1
existiert ein Ui € Ui mit f(xi) € Ui' es ist also
n

j o= (U;,e..,U ) € T U.,. Sei x € X. Wir zeigen, daB If(x)-£f: (x)I<s r
o 1 n j=1 * Jo
st: Da N ein 6°—Netz ist, existiert ein Xy € N mit d(x,xk) < 60.

i

Nach Definition von fjo und Uk gelten fjo(xk) € Uk’ f(xk) € Uk und
r r :

(wegen diam Uk < §) If(xk)—fjo(xk)l < 3 Insgesamt ergibt sich also

unter Beachtung von (***):

3 373 T
also, da x € X beliebig war: IIf—fonIs r.

rr.r
lf(x)-f~°(x)l < lf(x)_f(xk)l+|f(xk)-fjo(xk)|+'fjo(xk)'fjo(X)|<§+'+“
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6.6.2 SATZ (WedienstraB, M.H., Stone)

F {4t dicht in C(X), 4alls F die folgenden Bedingungen exfillt:

(1) alle konstanten Funktionen £: X - IR gehdren zu F

(2) mit £ und g gehiren auch f+g und £-g zu F

(3) F trennt Punkte, d.h, zu je zwel verschiedenen Punkten x und y
von X ex{stient ein £ € F mit £(x) * £(y).

Beweis:

Sei £ € C(X) und € > O beliebig. Wir gehen so vor, daB wir die Exi-
stenz einer Funktion g aus cl F, der abgeschlossenen Hiille von F in
C(X)., mit |l £-gll £ ¢ beweisen (denn dann existiert ein h € F mit

Il g-hll < €, also folgt Il £-hll < {if-gli+llg-hli<2e und damit die Behauptung).
Zu je zwei Punkten x,y von X existiert eine Funktion gxy € F mit
gxy(x) = f(x) und gxy(y) = f(y). Dies ist fuir x = y wegen (1) klar;:

fir x + y existiert wegen (3) eine Funktion u aus F mit u(x) #* u(y).

Dann gehért die Funktion gxy’ definiert durch

Iy (2):= £(x) + (£(y) - £(x)) afz) - u(x)

T uly) - u(x)
wegen (1) und (2) zu F und hat die gewlinschte Eigenschaft. Da f-gxy fir
jedes x,y € X stetig ist, gilt:

fiir jedes z € X

vx,y € X 3 offene Umgebung ny von y mit lgxy(z)—f(z)l < £, also

gxy(z) < f(z) + ¢ fir alle z € ny.
Daher ist fiir jedes x € X die Menge Ux:= [nyly € X} eine offene Uber-
deckung von X. Da X kompakt ist, existieren nach 4.3.4 endlich viele
Punkte Yqree-rY, VOR X, so dag (ny ,...,nyn} eine Uberdeckung von

ist. Sei gy = Min(gxyl,...,gxy }, definiert durch
n

g, {z)= Min{g (2),....9 (z)} fir jedes z € X. Es ist g _€ C(X) und
x 1 XYp X =

Xy
es gelten gx(z)<f(z) + g fiir jedes z € X sowie gx(x) = £(x), also
(gx-f)(x) = 0 flir jedes x € X. Da gx-f stetig ist, gilt: vx € X 3 of-
fene Umgebung v, von x mit (gx-f)(z) >-g, also £(z) - € < Iy £lir alle

z € Vx' Wieder nach 4.3.4 existieren dann endlich viele Punkte
, so das [VX1,...,me

sei g:= Max {gX1,...,gxm}, definiert durch g(z)=Max[gx1(z),...,gxm(z)}

XqreoosX } eine offene Uberdeckung von X ist. Nun

m

fur jedes z € X. Es ist g € C(X) und es gilt f(z) - € < g(z) < £(z) +¢€
fir jedes z € X, d.h. 1l £-gil < €,
Offensichtlich geh&rt dieses g nach Definition dann zur abgeschlossenen
Hille cl1 F von F in C(X), wenn mit je zwel Funktionen f1, f2 aus cl F
auch Min [f1,f2] und Max (f1,f2] zu cl F gehdren. Wegen

f1+f2 1£,-£51 £ +f2 . 1£,-£51

_ 5
Min {f,,£,) = ——= - 3 und  Max (£,,£,} = — 3
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und weil fiir beliebige a € IR, f1,f2 € ¢l F auch f1 + afz € cl F (wie
man leicht zeigt) gilt, geniligt es, die Aussage: h € cl F = |h| € ¢l F
zu beweisen (lh!| ist durch lhi(z) = |h(z)| fiir jedes z € X definiert).
Diese Aussage braucht nur in der Version: h € F » |hl € ¢l F bewiesen
zu werden (bitte begriinden Sie dies). Sei also h € F. Da h nach 4.3.2
beschrdnkt ist, existiert ein b € R* mit h[X] < [-b,b]l. Nach der fol-
genden Aufgabe 6.6.5 existiert zu jedem € < O ein reelles Polynom

P(E) = a_ + a;t +...+ antn mit Ilp(t)I-1tli < € fir alle t € [-b,b],
also gilt insbesondere Ip(h(x)) - |h(x)|! < ¢ fiir alle x € X, wobei
wegen (1) und (2) peh = aj + a;h +...+ anh“ zu F gehdrt.

6.6.3 BEISPIEL
Ist in 6.6.2 speziell X = [a,b] ein kompaktes Intervall in R, so er-

flillt die Menge aller reellen Polynome, aufgefaBft als reelle Funktionen
auf [a,b], die Bedingungen (1}, (2) und (3). Jede stetige Funktion auf
[a,b] ist also Limes einer gleichmdfig konvergenten Folge von Polyno-

men. Dies ist der klassische Satz von WeierstraSs.

6.6.4 AUFGABEN
Zeigen Sie:

(1) sei [a,b] ein kompaktes Intervall in R mit a < b, C € RY unda F
die Menge aller differenzierbaren Funktionen £: [a,b] - R mit
1£'(x)1 £ C fUr alle x € X. Dann ist F gleichgradig stetig.,

(2) Sei X ein kompakter metrischer Raum und (fn) eine Folge (gleich-
mdpig) stetiger Funktionen fn: X » IR, welche einfach gegen eine Funk-
tion £f: X » R konvergiert. Dann sind dgquivalent:

(a) [fnln € W} ist gleichgradig stetig

(b) (fn) konvergiert gleichmdfig gegen f.

(Hinwels: Benutzen Sie, daB die gleichgradige Stetigkeit dquivalent ist
zur Bedingung (2') im Beweis zu 6.6.1 und daB8 (a) und (b) jeweils die
gleichmdfige Stetigkeit von f implizieren (Begriindung!))

6.6.5 AUFGABE

Sei (p ) die Folge von reellen Polynomen p , die induktiv durch
po(t) = 0 und pn+1(t) =P, (t) + %ut —Pp (E) ) flir alle t € [-1,1] und
n € N definiert ist. Zeigen Sie durch vollstidndige Induktion:

(@) 0 = VE - p_(t) < 2Vt V“;__ fiir alle t € [0,1] und n € IN
2+nvt

und folgern Sie daraus:
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(b) (pn) konvergiert gleichmidfig auf [0,1] gegen die Funktion t I VE
(c) fir jedes b € R mit b > O konvergiert die Folge (qn) mit
2
q, (t):= bp ( 2) fir alle t € [-b,b] und n € N

gleichmdgig auf [ b,b] gegen die Funktion t V

6.7 EINFACHE KONVERGENZ IN Abb(IR ,IR)

6.7.1 THEOREM {Inaddquatheit von Metaiken)

Auf der Menge X = Abb(IR,R) gibt es keine Metrik 4, welche die ein-
gache Konvergenz beschreibt, d.h. 80, daB §in jedes £ € X und jede
Folge (f ) {n X folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) (£)) konvengient einfach gegen f.

(b) In (X,d) konvengient () gegen f.

Beweis:

Sei A = {f € XIf: R - IR ist stetig}, sei (rn) eine Darstellung al-
ler rationalen Zahlen als Folge, sei fn: IR » R fiir jedes n € W die

1, falls x € {ryre.oir}

durch fn(x) = " gefinierte Abbildung, und
1 O, sonst

sei f: R » IR die durch

1, falls x € Q

f(x) = definierte Abbildung. Dann konver-
L O, sonst

giert (fn) einfach gegen f. Gidbe es eine Metrik 4 auf X, welche die
einfache Konvergenz beschreibt, so gdlte in X = (X,d):

(i) fn € cl A fir jedes n € IN wegen 3.4.7(2) und 1.3.11.

{(ii) f € cl cl1 A =cl A wegen 1.2.11(5).

(iii) £ € cl A wegen 3.4.6(3) und 1.3.11.

6.7.2 AUFGABE
Zeigen Sie:

(1) Jede in 12 konvergierende Folge konvergiert einfach (d.h. koordi-
natenweise).

(2) Nicht jede einfach-konvergierende Folge in 12 konvergiert in 12.





