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§ 3 VoLLSTANDIGE METRISCHE RAUME

STUDIERKINWEISE ZU § 3

Im § 3 werden im Abschnitt 3.1 die Begriffe Cauchy-Folge und Vollstédn-
digkeit eingefiihrt. Sie gehdren zu den zentralen Begriffen der Theorie
metrischer Riume. Dem Bearbeiter sei empfohlen, sich mit ihnen anhand

der im Text angefithrten (und evtl. anderer) Beispiele besonders sorg-

fdltig auseinanderzusetzen.

In 3.2 wird gezeigt, daB die Fortsetzbarkeitssdtze von § 2 fiir Abbil-
dungen in vollstdndige R&ume z.T. erheblich verbessert werden kdnnen.
Die verbesserten Fortsetzbarkeitssdtze werden sich als wichtige Werk-
zeuge erweisen. Ihre Beweise kdnnen jedoch wieder vergessen werden.

In 3.3 wird der zwar sehr einfache, dennoch aus praktischen und theore-
tischen Grinden sehr wichtige, Banachsche Fixpunktsatz bewiesen. lier
sollte nicht nur die Formulierung des Satzes, sondern auch sein Beweis
in allen Details geddchtnismdBig festgehalten werden. Die Anwendung

auf Differentialgleichungen hat im vorliegenden Text nur illustrieren-
den Charakter und kann getrost iliberschlagen werden.

In 3.4 wird der Bairesche Kategoriensatz bewiesen, der eine Fiille von
Anwendungen innerhalb und auBerhalb der Topologie hat. Die zur Formu-
lierung des Satzes bendtigten Begriffe sind ebenso wie der Beweis des
Satzes recht diffizil und sollten in Ruhe und mit Sorgfalt studiert
werden. Den Beweis muf man sich jedoch nicht unbedingt ins Geddchtnis
einprdgen.

3.5 enthdlt einige interessante Ergebnisse von etwas geringerer Wich-
tigkeit. Das Verstdndnis fir Unterschiede und Ahnlichkeiten des uni-
formen Begriffs "vollsténdig" und des topologischen Begriffs "topo-
logisch vollstidndig" soll entwickelt werden. Er erweist sich als niitz-
lich zum Verstindnis mathematischer Begriffsbildungen im allgemeinen.

In 3.6 wird gezeigt, daB8 sich - ebenso wie Q in IR - jeder metrische
Raum X dicht an einen vollstdndigen metrischen Raum Compl X einbetten
148t, der bis auf metrische Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Fir
diesen niitzlichen Satz werden zwei v8llig verschiedene Beweise gelie-
fert., Der erste (3.6.4) ist kurz und elegant, der zweite (3.6.10},
welcher der Konstruktion von IR aus @ nachgebildet wurde, ist zwar
komplizierter, vermittelt aber eine bessere Vorstellung von Compl X.
Deshalb sollten beide Beweise sorgfdltig studiert werden. Auch sei
empfohlen, sich fiir jeden der bisher untersuchten Rdume X eine mdg-

lichst klare Vorstellung von Compl X zu verschaffen.

3.0 EINFUHRUNG
In den vorangegangenen Paragraphen haben wir die Grundlagen fir das

Studium metrischer Riume gelegt. Jetzt sind wir in der Lage, zwei der
wichtigsten Sidtze des gesamten Kurses zu beweisen: den Banachschen
Fixpunktsatz und den Baireschen Kategoriensatz. Beide haben vielf&dl-
tige Anwendungen innerhalb und auBerhalb der Topologie. Wir werden uns
darauf beschridnken, filir jeden dieser Sdtze je eine nicht-triviale An-
wendung darzulegen: fiir den Banachschen Fixpunktsatz einen Satz lber
die eindeutige Ldsbarkeit gewisser Differentialgleichungen, fir den
Baireschen Kategoriensatz einen Satz lber das Stetigkeitsverhalten
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des Grenzwerts einer Folge (fn) stetiger Funktionen fn: R - R. Die
. Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes wird im folgenden darge-
stellt, kann aber beim ersten Lesen iiberschlagen werden., Auf Differen-
tialgleichungen werden wir im Laufe dieses Kurses nicht weiter einge-
hen. Aus der eben genannten Anwendung des Baireschen Kategoriensatzes
werden wir hingegen in Paragraph 6 einige grundsdtzliche Folgerungen
ziehen, die die Tragweite des Begriffs "metrischer Raum" filir topolo-
gische Untersuchungen genauer eingrenzt. Sowohl der Banachsche Fix-
punktsatz als auch der Bairesche Kategoriensatz liefern eine Aussage
iiber metrische Rdume, die vollstdndig sind. Vollstdndigkeit, - eine
naheliegende Verallgemeinerung des aus der Analysis bekannten Be-
griffs -, ist ohne 2Zweifel eine der wichtigsten Eigenschaften metri-
scher Rdume. Sie hat, wie obige S&tze zeigen, sehr gravierende Konse-
quenzen. Auch sei daran erinnert, daB8 es im wesentlichen die Unvoll-
stdndigkeit des Raumes @ der rationalen Zahlen war, welche Mathemati-
ker bewog, die reellen Zahlen liberhaupt zu erfinden. In diesem Para-
graphen werden wir vollstdndige metrische R&ume sorgfdltig untersuchen.
Neben den beiden genannten Sdtzen werden die S#tze ilber die Fortsetz-
barkeit gleichmdBig stetiger Abbildungen weiter verbessert werden.
AuBerdem erhalten wir ein weiteres Kriterium, das es gestattet, die
wesentliche Verschiedenheit metrischer R&ume nachzuweisen. U.a. wird
sich zeigen, daB keine zwei der topologisch isomorphen Rdume ]O,1[,
{r € R|lr > 0} und R uniform isomorph sind.

Im letzten Abschnitt 3.6 werden wir zeigen, daB sich nicht nur Q ,
sondern jeder metrische Raum durch Hinzufiigen geeigneter neuer Punkte

vervollstédndigen lé&st.

3.1 CAUCHY-FOLGEN, VOLLSTENDIGKEIT METRISCHER RAUME
Sed X = (X,d) ein metnischer Raum, (x ) edne Folge 4n X, A < X.

3.1.1 DEFINITION
(x,) heiBt Cauchy-Folge, wenn gilt:

>
vYe >0 3n vm 2 n d(xm,xn) < E.

3.1.2 DEFINITION

0, , falls A = @
sup{d(a,b)la € A, b € A}, falls A # @.
A heiBt beschrdnkt, falls diam A < o gilt,

Sei A < X. diam A:= [

Die Abkirzung diam kommt vom Englischen diameter (= Durchmesser).
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3.1.3 saTz
Aqudivalent sind:

(a) (x)) {8t Cauchy-Folge.
(b) lim diam[xmlm z n} = O.

-0

(c) Je zwed Teilfolgen von (xn) sind benachbant.

Beweis:
(a) «= (b): Aufgabe 3.1.14(4).
(b) = (¢): Seien (yi) = (xni) und (zi) = (xmi) Teilfolgen von (xn).

Zu jedem € > O existiert ein Ny, 80 daB aus m 2 ng und m' 2 n, stets
S ee mim £ >
d(xm,xm.) < € folgt. Man setze i ¢ mln{llni 2 ny, My 2 no}.
2.) = d(xq. ) < E.
n;'’ Yni

Dann ist fiir i 2 i stets d(yi,

o}
{(c) = (a): Wire (xn) keine Cauchy-Folge, so gdbe es ein €>0 und zu je-

1

dem n Zahlen m(n) 2 n und m'(n) 2 n mit d(x y % 2 e, Folglich

m{n m%n))
kdnnte man durch Induktion folgendermaBen zwei nicht benachbarte Teil-

folgen (yi) = (xq,) und (zi) = (Xm.) von (xn) konstruieren. Induktions-
1

anfang: Wéhle n, = m(1) und m, = m'(1). InduktionsschluBi: Seien
r und M My, ees Mo bereits definiert. Sei s:= 1+max[nr,mr}.

= m(s) und M., =M (s). Die Folgen (xni) und (xmi) sind

n1,n2,...,n

Widhle N

nicht benachbart; denn fiir alle i gilt d(xn PXp ) 2 E.
i i

3.1.4 FOLGERUNG
14t £: X » Y gleichmdBig steidig und ist (x.) edine Cauchy-Folge in X,

d0 {8t (£(x)) edne Cauchy-Folge in Y.

Beweis:
Ist (xn) eine Cauchy-Folge, so sind je zwei Teilfolgen von (xn) be-
nachbart. Also sind je zwei Teilfolgen von (f(xn)) benachbart. Somit

ist (f(xn)) eine Cauchy-Folge.

3.1.5 BEMERKUNG
Der Begriff "Cauchy-Folge" ist nach 3.1.4 ein uniformer Begriff. Sind

insbesondere d und d' uniform dquivalente Metriken auf einer Menge X,
so ist eine Folge genau dann Cauchy-Folge bzgl. 4, wenn sie Cauchy-
Folge bzgl. d' ist. Der Begriff "Cauchy-Folge" ist aber kein topolo-
gischer Begriff., So werden durch d(x,y) = Ix - yl| und d‘(x,y)=lex—eyl
topologisch dquivalente Metriken auf IR definiert und (-n) ist Cauchy-
Folge bzgl. d°', aber nicht bzgl. 4.
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3.1.6 SATZ
Tst (x ) Cauchy-Folge, s0 is% {(x In € N} beschrndnkt.

Bewels:
Es existiert n € IN mit diam{xnlm 2 n} < 1, Ist

r = max{d(xi,xn)|i=1,...,n}, so gilt diam{xnln € IN} < 2(r+1).

3.1.7 SATZ

Sind (x,) und (v, benachbart, so0 sind dquivalent:
(a) (x,) {8t Cauchy-Folge.

(b) (yn) i8¢ Cauchy-Folge.

Beweis:
Sei (x, ) Cauchy-Folge. Zu jedem € > O existiert ein n_ mit

. € . €
dlam{xmlm 2 no} <3 und ein n,, so da8 aus n 2 n, stets d(xn,yn) <3
folgt. Somit folgt aus n 2 max{no,n1} und m 2 max{no,n1} stets
d(yn,ym) < d(yn,xn) + d(xn,xm) + d(xm,ym) < €. Also ist (yn) Cauchy-
Folge.

Zwischen Cauchy-Folgen und konvergenten Folgen besteht ein enger Zu-
sammenhang. Jede konvergente Folge ist Cauchy-Folge, und jede Cauchy-
Folge mit einem Verdichtungspunkt ist konvergent.

3.1.8 SATZ

Aquivalent sdind:

(@) (x ) = x.

(b) (Xn) {82 Cauchy-Folge mit Verndichtungspunkt x.

Beweis:

(a) =» (b): Wir wissen bereits, daB der Limes von (xn) ein Verdich-

tungspunkt von (xn) ist. Zu € > O gibt es ein n, so daB aus m 2 n

stets d(x,xm) < % folgt. Also folgt aus m > n und m' 2 n stets

d(xm,xm.) < d(xm,x) + d(x,xm,) < E.

(b) = (a): Z2u € > O gibt es ein ng mit diam{xmlm > no} < % und ein
. E -

n, 2 n, mit d(x,xn1) < 3. Somit folgt aus m 2 n  stets

dlx,x ) < d(x,xn1) + d(xn1,xm) < e.

3.1.9 DEFINITION
X heiBt vofLstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

Bevor wir uns Beispielen zuwenden, sollen die vollstdndigen Teilr&u-
me eines vollstdndigen Raumes charakterisiert werden.
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3.1.10 SATZ

14t A Tedllraum eines vollstdndigen Raumes X, so0 s.ind dquivalent:
(a)
(b)

A {8t vollstdnddig,

A ist abgeschlfossen 4in X.

Beweis:

(a) = (b): Ist x Berilhrpunkt von A in X, so gibt es eine Folge (an)
in A, die in X gegen x konvergiert. Also ist (an) eine Cauchy-Folge
in X und somit auch in A. Wegen (a) konvergiert (an) in A gegen ein
a € A, Hieraus folgt, da8 (an) auch in X gegen a konvergiert. Wegen
der Eindeutigkeit des Grenzwertes gilt somit x = a € A. Folglich ist

A abgeschlossen in X.

(b) = (a): Ist (an) eine Cauchy-Folge in A, so ist (an) auch Cauchy-
Folge in X, konvergiert somit in X gegen ein x € X. Aus (b) folgt

X € A. Also konvergiert (an) gegen X in A.

3.1.11 BEISPIELE
(1) Aus der Analysis ist bekannt, das RrR" fir jedes n vollstidndig ist.

Insbesondere sind die Rdume
(i) R, [o0,1], {0,1}, M und
RY = (r € RIr 2 0) vollstindig,

(ii) 10,11, {r € R|r > 0}, @ und P = R\Q nicht vollstdndig.

(2) Jeder diskrete Raum ist vollst&ndig.

(3) Jeder X-stachlige Igel (1.1.5) ist vollstdndig.

(4) Fir jede Menge X ist der Raum B(X) = (B(X),d) aller beschrdnkten
Abbildungen f: X » IR mit der Supremum-Metrik d vollst#&ndig. Ist ndm-
lich (f) eine Cauchy-Folge in B(X), so ist (f,(x)) fir jedes x € X
eine Cauchy-Folge in IR, konvergiert somit gegen einen Wert f£(x) € R.
Flir € > O existiert ein ng mit d(fm,fm.) < g fiir alle m 2 ng und

v

n_ und

m' 2 n_. Also gilt Ifm(x) - fm.(x)l < g flir alle m 2 ng, m' °

alle xo€ X. Hieraus folgt
1. 1f(x) - £, (x)! € e fir alle x € X, also ist die durch x - f(x)
definierte Abbildung f: X - IR beschrénkt und somit ein Element
von B(X).
2. d(f,fm) < e fir allem 2 n,. (Begriinden Sie dies!) Also konvergiert
(£,) bzgl. d gegen f.
(5) Ist X ein metrischer Raum, so sind die folgenden Teilrdume von
B(X) nach 2.3.4 abgeschlossen und somit vollstdndig:

(i) der Raum C(X,[0,1]) aller stetigen Abbildungen von X nach

{0,1],
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(ii) der Raum U(X,[0,1]) aller gleichmdfig stetigen Abbildungen von
X nach [0,1],

(iii) der Raum C*(g) aller beschrénkten, stetigen Abbildungen von X

nach R,

(iv) der Raum U*(ﬁ) aller beschrénkten, gleichmd@pig stetigen Abbil-

dungen von X nach IR.

(6) Ein normierter Vektorraum heift Banach-Raum, wenn er bzgl. der in
1.1.2(4) definierten Metrik vollst&ndig ist.

3.1.12 BEMERKUNGEN
(1) Aus 3.1.4 folgt, daB8 jeder zu einem vollstdndigen Raum uniform

isomorphe Raum selbst vollstdndig ist. Die Eigenschaft eines Raumes,
vollstdndig zu sein, ist also eine uniforme Eigenschaft. Der Raum R
ist vollstdndig, die zu IR topologisch isomorphen R&ume ]O,1[ und

{r € IRIr > 0} sind hingegen nicht vollstdndig. Also ist weder ]O,1[

noch {r € RIir > 0] zu IR uniform isomorph. Die Eigenschaft eines

Raumes, vollstdndig zu sein, ist keine topologische Eigenschaft.

(2) Die Rdume JO,1{ und {r € R |r > 0] sind zwar topologisch isomorph,

aber nicht uniform isomorph; denn in {r € IR |r > 0} sind je zwei

nicht-konvergente Cauchy-Folgen benachbart (sie konvergieren némlich
in IR gegen O, vgl. auch 3.1.14(6)}, aber in ]O,1[ sind (%) und (Eﬁl)

zweli nicht-konvergente, nicht-benachbarte Cauchy-Folgen.

(3) Beim Beweis der Implikation (a) = (b) in Satz 3.1.1o0 wurde die
Vollstdndigkeit von X nicht benutzt. Es gilt also allgemein: Ist A

ein vollsténdiger Teilraum von X, so ist A abgeschlossen in X.

3.1.13 SATZ
Aquivalent sind:
(a) X {8t vollstdndig.
(b) Fdn jede monoton fatlfende Folge A2 A ... nicht-Leeren Teilmen-
gen A von X mit lim (diam Al) =0 gLl g cla # 3.
N0
Beweis:
(a) = (b): Wdhlt man in jedem An ein Element a ., so ist (an) eine
Cauchy-Folge, konvergiert also gegen ein x € X. Fir jedes n ist

(an,a ) eine gegen x konvergierende Folge, die ganz in An liegt.

n+1’°°°

Somit ist x Berilihrpunkt von jedem An, d.h. x €n clAn.
n
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(b) = (a): Ist (xn) eine Cauchy-Folge, so ist die Folge (An) =
((xmlm > n}) eine monoton fallende Folge nicht-leerer Mengen mit

lim (diam An) = 0. Also gibt es ein x in N clAn. Dann ist x Berihr-
n-e n
punkt von jedem An, somit Verdichtungspunkt der Folge (xn) und folg-

lich wegen 3.1.8 Grenzwert der Cauchy-Folge (xn).

3.1.14 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) diam(clA) = diam A flir jede Teilmenge A von X. Gilt auch stets
diam (int A) = diam A?

(2) diam S(x,r) s 2r. Gilt stets Gleichheit?

(3) X ist genau dann ultrametrisch, wenn diam S(x,r) £ r fiir jede
offene Kugel S(x,r) in X gilt. (Vergl. 1.2.32(7)).

(4) Eine Folge (xn) in X ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn gilt:

lim diam {xmlm 2 n} = 0.

-0
(5) Eine Cauchy-Folge konvergiert genau dann, wenn sie eine konvergen-
te Teilfolge besitzt.

(6) Je zwei nicht-konvergente Cauchy-Folgen in X = {r € R Ir > 0} sind

benachbart.

(7) Die metrischen Rdume 1_, l1 und 12 sind vollstédndig. (Vergl.
1.1.12(2)) .

(8) Bair(X) ist fuUr jedes X vollstdndig. ([(Vgl. 1.2.32(8),1.3.22(5)])

(9) Ist X ein metrischer Raum, so wird auf der Menge aller nicht-
leeren, beschridnkten, abgeschlossenen Mengen in X durch

d(A,B) = Max{Sup (dist(a,B)la € A}, Sup {dist(b,A)|b € B}) eine Metrik
definiert. Der zugehdrige metrische Raum wird mit Hyp X bezeichnet und
Hyperraum von X genannt. X ist zu einem abgeschlossenen Teilraum von

Hyp X metrisch isomorph.

3.2 FORTSETZUNG (GLEICHMASSIG) STETIGER ABBILDUNGEN IN VOLLSTANDIGE
METRISCHE RXUME

3.2.1 DEFINITION
Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heiBt dicht in X, wenn
clA = X gilt.
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3.2.2 BEISPIEL
@" ist dicht in R".

3.2.3 THEOREM (Fontsetzbankeitstheorem {iin gleichmidBig sietige Abbil-
dungen in vollstdndige Rdume)

Jede gleichmifig stetige Abbifdung f: A - Y von edinem dichten Unter-
naum A eines Raumes X 4in einen vollsidndigen Raum Y £LdBt sich edindeu-
tig zu edinen glfedichmdBig stetigen Abbildung g: X - Y fortsetzen.

Beweis:

Da A dicht in X ist, kann man fiir jedes x € X eine Folge (xn) in A
finden, die gegen x konvergiert. Fiir jedes x € X wdhlen wir eine der-
artige Folge (xn). Dann ist (xn) Cauchy-Folge in A nach 3.1.8. Somit
ist gemdB 3.1.4 (f(xn)) Cauchy-Folge in Y, konvergiert alsoc wegen der
Vollstdndigkeit von Y gegen einen Wert in ¥, den wir mit g(x) bezeich-
nen. Die durch x » g(x) definierte Abbildung g: X - Y ist wegen der
Stetigkeit von f eine Fortsetzung von f£. Sie ist der einzig mdgliche
Kandidat filir eine stetige Fortsetzung von f, denn fiir jede stetige
Fortsetzung h: X - Y von f folgt aus (x ) - x stets (h(x,)) =

(£(x,)) - h(x)
ge in A ist. Wir zeigen noch, daB g sogar gleichmdfig stetig ist. Sei
€ > O. Dann gibt es ein & > O, so daB aus a € A, b € A und d(a,b) < &
stets d(f(a).f(b)) < % folgt. Sei nun x € X, y € X und d(x,y) < 6.
Weil (d(xn,yn)) nach 1.3.8 gegen d(x,y) konvergiert, gibt es ein n, so
daf aus m 2 n stets d(xm,ym) < 6 und somit d(f(xm),f(ym)) < % folgt.

Nach 1.3.9 folgt hieraus d(g(x),g(y)) < % < €. Also ist g gleichmédBig

g(x), wobei fir x € X (xn) die eingangs gewdhlte Fol-

stetig.

3.2.4 BEMERKUNG

Analysiert man obigen Beweis, so erkennt man ohne Mihe die Richtigkeit
der beiden folgenden Aussagen. Sei A dichte Teilmenge von X, und seien
f und g: X - Y Abbildungen. Dann gilt:

(1) Sind £ und g stetig und gilt f(a) = g(a) fiir alle a € A, so gilt

f =gq.

(2) Ist f stetig und ist die Einschrénkung f|A:§ -+ Y gleichm#Big ste-

tig, so ist f gleichmdBig stetig.

3.2.5 THEOREM (IZwedites Fortsetzbankeitstheonem fin [0,1])

T4 A ein Tedllraum von X, 40 LdBt sich jede gledichmidBig stetige Ab-
bildung f: A - [0,1] zu einer gledichmdBig stetigen Abbilfdung

g: X » [0,1]) forntselzen.
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Beweis:

B = clA ist abgeschlossen in X. Da A dicht in B ist, 148t sich f nach
3.2.3 zu einer gleichmédfig stetigen Abbildung h: B - [0,1] fortsetzen.
Da B abgeschlossen in X ist, 1ld8t sich h nach dem Fortsetzbarkeits-
theorem 2.3.5 fir [0,1] zu einer gleichm&Big stetigen Abbildung

g: X - [0,1] fortsetzen.

3.2.6 BEMERKUNG

(1) Ein analoger Satz gilt nicht fir ]JO,1[, z.B. 148t sich die durch

X I+ x definierte gleichmdfig stetige Abbildung f: ]JO,1[ - ]0,1[ nicht
zu einer stetigen Abbildung g: [0,1] - ]JO,1[ fortsetzen.

(2) Ebensoweniqg gilt ein stetiges Analogon zum Fortsetzbarkeitstheorem
fiir gleichméfig stetige Abbildungen in vollst&ndige Riume, z.B. ldRt
sich die durch x h+ 1 definierte stetige Abbildung f: R\(0) - R
nicht zu einer stetigen Abbildung g: IR -+ IR fortsetzen. Jedoch 148t
sich zeigen, daB sich jede stetige Abbildung f: A - Y eines beliebigen
Teilraumes A von X in einen vollsténdigen Raum Y zu einer stetigen Ab-
bildung g: B -~ Y fortsetzen ldB8t, wobei B eine A umfassende, nicht zu
"wilde" Teilmenge von X ist. 2Zur Prdzisierung und zum Beweis ben®tigen

wir zwel neue Begriffe:

3.2.7 DEFINITION
Eine Teilmenge B von X heiBt eine GG-Menge in X, wenn es eine Folge

(An) offener Teilmengen von X mit B = 0 A gibt.
n

3.2.8 SATZ

(1) Jede offene Teilmenge von X ist edine Gg-Menge in X.

(2) Jede abgeschlossene Teifmenge von X {41 edine Gg-Menge in X.
(3) 1st A edine G5-Menge in X, %0 481 jede Ga-Menga in A auch edine
Gg-Menge <n X.

Beweis:
(1) Ist A offen in X, so ist A Durchschnitt der konstanten Folge (A),
also G -Menge in X.

(2) Sei A abgeschlossen in X. Definiert man An t= {x € Xlidist(x,A)< %),

SO ist An offen in X und A n An' Somit ist A Ga—Menge in X.
s n 2

(3) Sei A Gg-Menge in X und B Gg~Menge in A. Dann gibt es eine Folge
(An) offener Teilmengen von X mit A = 0 An und eine Folge (Bn) offe-
n

ner Teilmengen von A mit 2 B, = B. Nach 1.2.31(iv)} gibt es flir jedes
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n eine offene Teilmenge Bg von X mit B; n A

Bn' Folglich sind die

[ . . - [
Mengen An n Bn offen in X, und es gilt B = (An n Bn)‘

j= Rl

3.2.9 BEMERKUNG

Empfindet man offene Teilmengen als schdéne Teilmengen und abz&hlbare

Durchschnitte als nicht allzu schlimm, so kann man Gﬁ—Mengen in X als
nicht allzu "wilde" Teilmengen von X ansehen. Wie obiger Satz zeigt,
sind recht vie;e Teilmengen von X bereits G6-Menqen in X. Es ist in
der Tat nicht ganz einfach, Teilmengen von X zu finden, die keine Gg4-
Mengen in X sind. Fir den Fall X = R werden wir in diesem Kapitel

zeigen, daf Q keine G .-Menge in IR ist.
5 —_—

3.2.70 DEFINITION
Sei f: A » ¥ eine Abbildung einer dichten Teilmenge A von X nach Y.

(1) Fir jede Teilmenge B von A heift w.(B) = diam f[B] die 0Osziffation
von £ au§ B.

(2) Fir jedes x € X heiBt
we(x) = inf{mf(B N A)|B ist Umgebung von x in X} die 0sziflation von

f in x.

3.2.11 SATZ

Sed £: A + ¥ eine Abbifdung edinen dichten Teifmenge A ven X nach Y.
(1) Aus B < B' « & §olgt wf(B) < wf(B').

(2) Fin jedes r > O {81 {x € lef(x) < r} offen Ln X.

(3) Die Menge {x € Xlwg(x) = O} 4s% eine Gg-Menge in X.

(4) £ ist sietig in a € A genau dann, wenn wela) =0 gilt.

Beweis:

(1) und (4) sind offensichtlich.

(2) Sei wf(x) < r. Dann gibt es eine offene Umgebung B von x mit
diam £[B n A] < r. Also gilt fiir alle y € B bereits mf(y) < r. Somit
umfaft {x € lef(x) < r} die Menge B, ist somit Umgebung von x, also
aller ihrer Punkte, folglich offen.

(3) {x € Xlwf(x) = 0} = 2 {x € Xlwf(x) < %} ist als Durchschnitt ab-
zdhlbar vieler offener Teilmengen von X eine Gg-Menge in X.

3.2.12 SATZ
182 £: X - Y eine Abbifdung zwischen metnisgchen Riumen, so0 is%
{x € XIf ist stetig in x} edine Gg-Menge in X.

Beweis:
Der Satz folgt unmittelbar aus 3.2.11(3) und (4) mit A = X.
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3.2.13 THEOREM (Foatsetzbankeitstheorem f(in stetige Abbildungen 4in

voflatdndigen Rdumen)

Iu feden stetigen Abbildung f: A - ¥ edines Tedlfraumes A von X 4in ei-
nen vollstdndigen Raum Y existieat eine A umfassende Gg-Menge B 4n X
mit B « clA und eine stetige Fontseifzung g: B » Y von f.

Beweis:

Sei C := clA. Dann ist B := {x € Clwf(x) = 0} eine G6-Menge in C und
deshalb auch in X. Filir jedes x € B wdhlen wir eine feste Folge (xn)
in A mit (xn) -+ X. 2u jedem r > O gibt es eine Umgebung U von x in C
mit diam £{U N A) < r. 2u U gibt es ein n mit X, €U fiir alle m 2 n.
Somit gilt diam{f(xm)lm > n} < r. Die Folge (f(xn)) ist also eine
Cauchy-Folge, konvergiert somit gegen ein Element von Y, das wir mit
g(x) bezeichnen. Die durch x b+ g(x) definierte Abbildung g: B - Y ist
wegen der Stetigkeit von f eine Fortsetzung von f£. Zum Nachweis der
Stetigkeit von g wihle man ein x € B und ein r > O, Wegen wf(x) =0
gibt es eine offene Umgebung U von x in C mit diam £[(U n A] < r. Nach
Konstruktion gilt g(U n B] c clf[U n A). Alsc folgt

diam g{U n B] < diam(clf[U n A]) = diam £{U n A] < r. Folglich gilt
wg(x) = 0, d.h, g ist stetig in x.

3.2.14 AUFGABEN
Zeigen Sie:

(1) Aquivalent sind:

(a) A ist dicht in X

(b) A trifft jede nicht-leere offene Menge in X
(c) A trifft jede offene Kugel von X.

(2) Sei A« B c X. Ist A dicht (offen, abgeschlossen) in B und ist B
dicht (offen, abgeschlossen) in X, so ist A dicht (offen, abgeschlos-

sen) in X.

(3) Ist A dicht in X, so ist X genau dann vollstidndig, wenn jede
Cauchy-Folge in A in X konvergiert.

(4) Sei A dichte Teilmenge von X, und sei g: X - Y Fortsetzung der
gleichmidfig stetigen Abbildung f: 2 - Y. Dann gilt: g ist genau dann
gleichmdfig stetig, wenn g stetig ist,

(5) Ist f: X - Y eine Abbildung, ist A dicht in X und ist filir jedes
x € X die Einschridnkung flAU{x}= AU{x] -+ Y stetig, so ist f: X » ¥
stetigqg.




3.2.15 AUFGABE
Sei f: IR » R die durch folgende Vorschrift definierte Abbildung:

0, falls x O oder x € P = R\Q
X = l, falls x = g mit teilerfremden Zahlen p und g

q
p € Z\ {0} und gq € WN.

(i) Bestimmen Sie wf(x) fir jedes x € IR.
(ii) Bestimmen Sie (x € IR!f ist stetig in x}.

3.3 DER BANACHSCHE FIXPUNKTSATZ

3.3.1 DEFINITION
Ein Punkt x € X heiBt Fixpunkt einer Abbildung £: X - X, wenn f(x)=x
gilt.

3.3.2 BEMERKUNG

Eine Abbildung f: X - X kann mehrere, gar keinen oder genau einen Fix-
punkt haben, z.B. hat die durch x b x definierte Abbildung X -+ X je-
den Punkt als Fixpunkt, die durch x x2 definierte Abbildung IR -+ R
genau die Fixpunkte O und 1, die durch x |- 3x definierte Abbildung

genau den Fixpunkt O und die durch x |+ x + 1 definierte Abbildung
IR - R keinen Fixpunkt.

3.3.3 DEFINITION
Eine Abbildung f: X - X heiBt kontrahdierend, wenn ein q < 1 so exi-
stiert, daB d(f(x),f(y)) s q - d(x,y) fur alle x € X und y € X gilt.

3.3.4 THEOREM (Banachscher Fixpunktsatz)

Jede hontrnahienrende Abbifdung f: X + X elnes nichit-Leenen, vollstindi-
gen metrnischen Raumes X Ln sich hat genau einen Fixpunkt x. Fin jedes
befiebige y € X honvengient die Fofge y,f(y),f(£(y}).... gegen diesen
Fixpunkt x.

Beweis:

Ist f: X » X kontrahierend, so gibt es ein positives q < 1 mit
da(f(x),£f(y)) s q * d(x,y) fir alle x € X, y € X. Insbesondere ist f
stetig. Fiir jedes y € X ldB8t sich durch Induktion eine Folge (yn) fol-
gendermafen definieren: Y, =Y und y .4 = f(yn). Die Folge (yn) ist
eine Cauchy-~Folge, denn es gilt

- n-
AlYpyq:¥pep) = UE(y ) Ly L)) € qdly Ly, ) S-S @ dlygiyy),
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-]

und da die Reihe ¥ qn konvergiert, gibt es fiir Y ¥y, 2u jedem

n=1
m v €
€ > 0 ein n, so daB aus m 2 n stets I q < =————— und somit
v=n d(Y1 ’YZ)
m m N
Yy ¥pep) 5=n Ay, 11 Yy42) S dlyqryy) - 3=n q° < € folgt. Fiir

¥y =Y, ist (yn) konstant, also ebenfalls eine Cauchy-Folge. Somit
konvergiert (yn) gegen ein x € X. Die Folge (f(yn)) konvergiert als
Teilfolge von (yn) ebenfalls gegen x, woraus wegen der Stetigkeit von
f folgt x = f(x). Also ist x Fixpunkt von f. Ist y ebenfalls Fixpunkt
von £, so gilt d(x,y) = d(f(x),£(y)) € q « d(x,y), woraus d(x,y) = O
und somit x = y folgt. Somit ist x einziger Fixpunkt von f.

3.3.5 BEISPIEL

Die durch x bk x + 1 definierte Abbildung £: R - R geniigt der Bedin-
gung d(f(x),f(y)) < d(x,y) fur alle x € R und y € IR, hat aber kei-
nen Fixpunkt. Die durch x b x + % definierte Abbildung

g: {r € RIr 2 1} - {r € RIir > 1} genigt der Bedingung

d(g(x),gly)) < dix,y) fir alle x,y 2 1 mit x # y, hat aber keinen Fix-
punkt.

3.3.6 ANWENDUNWG DES BANACHSCHEN FIXPUNKTSATZES AUF DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN

PROBLEMFORMULIERUNG

Grundproblem der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen ist
folgendes:

Eine Differentialgleichung besteht aus 2 Daten:

2 definierten reell-wer-

(1) einer auf einer offenen Teilmenge A des R
tigen Funktion f: A - IR,

(2) einem Punkt (ao,bo) in A (der sogenannten Anfangsbedingung).

Eine LOsung obiger Differentialgleichung ist jede auf einem den Punkt
ag im Inneren enthaltenden Intervall I definierte, differenzierbare
Funktion g: I - R, die folgenden Bedingungen geniigt:

(LO) fir alle x € I gilt (x,g(x)) € A,

(L1) fdr alle x aus I gilt g'({x) = £(x,9(x)),

(L2} g(ay) = b,.

Hauptprobleme sind:

(P1) die Frage nach der Existenz von Ldsungen,

(P2) die Frage nach der Eindeutigkeit von L&sungen,

(P3) die Frage nach Verfahren zur Konstruktion von L&sungen.
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PROBLEMUMFORMULIERUNG

Gegeben sei eine Differentialgleichung (A,f,ao,bo) mit stetigem f£. Ist
I ein den Punkt ag im Innern enthaltendes Intervall, so ist eine ste-
tige Funktion g: I -~ R genau dann L&sung der Differentialgleichung,
wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:

(I0) fir alle x € I gilt (x,g{x)) € A,

X
(I1) flr alle x € I gilt g(x) = bo + )] f(t,g(t))dt.
a

o
Somit ist die Differentialgleichung einer Integralgleichung dquivalent.

[Beweis folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz der Integralrechnungl.

DIE LIPSCHITZ-BEDINGUNG

Ohne Voraussetzungen insbesondere an £ 148t sich wenig iiber die LOs-
barkeit von (A,f,ao,bo) sagen. Fir "hinreichend gute" f gibt es jedoch
"optimale" Antworten auf die Fragen (P1), (P2) und (P3).

DEFINITION

Ist K eine nicht-negative reelle Zahl, so geniligt f der L{psch{itz-Be-
dingung (K), falls fir alle (x,y) und (x,y') aus A gilt:
d{f(x,y).f(x,y")) € K - d(y,y').

Obige Bedingung ist filir geeignetes K hdufig erfiillt, z.B. wenn f stetig
partiell nach y ableitbar ist (zumindest in einer Umgebung von
(ag,bg)).

DER SATZ VON CAUCHY-PICARD

(A, f,a,,b ) sel edne Differnentialgleichung. 18t £ stetig und genigt es
den Lipschitz-Bedingung (K) §iin ingendedin K, s0 gibt es ein aj Am In-
nean enthaltendes Intervall I und eine stetig diffenenzienbare Funk-
tion g: I » R, die eindeutig dadunch gekennzedichnet ist, daf sie (LO),
(L1) und (L2) enfiflt, d.h. Lisung von (A,f,ao,bo) is8t. Danilber hinaus
existient ein einfaches Approximatiensvernfahnen zun Konstruktion von g.

Beweis:
Es gibt positive Zahlen a,b mit B = [a_-a,a_+a] «x [bo—b,bo+b] < A.

2

. b
min {a ,ﬁ,m] . Sei

Sei M =1+ max{lf(x,y)ll(x,y) € B}. Sei r =

I = [ao—r,ao+r]. Sei C‘(l) der nach 3.1.11(5) vollstdndige metrische

Raum aller beschridnkten, stetigen Abbildungen von I nach IR (mit der
Supremum-Metrik), und sei X der abgeschlossene und somit vollstadndige

Teilraum von C*(l), der aus allen stetigen Abbildungen

g: I - [bo-b,bo+b] besteht. Durch
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g bk Tg(x) = bo + ? f(t,g(t}))dt wird eine Abbildung T: X - X definiert,
a
o
da aus g € X stets
X
a(Tg(x),b ) = | J £(t,g(t))dtl < r - M < b, also Tg € X folgt. T ist
a5

kontrahierend, denn es gilt:

X X X
d(Tg,Th)=supl [ £(t,g(t))dt- [ £(t,h(t))dtissupl [ K-lg(t)-h(t)|dt|
xX€I ag ag X€I ag

<r(K+1)d(g,h) < %d(g,h)-

Somit existiert nach dem Banachschen Fixpunktsatz 3.3.4 genau ein

g‘ € X mit T(g*) = g', d.h. genau eine L&sung q* der Differential-
gleichung (A,f,ao,bo). Dariiber hinaus konvergiert fiir jedes g € X die
Folge (Tn(q)) in X gegen g‘.

3.3.7 AUFGABLN
(1) Sei r eine positive reelle Zahl. Zeigen Sie, daf durch die Vor-

schrift x b %(x + i) eine kontrahierende Abbildung

£: {x € ]R+Ix2 2 r} - {x € m+lx2 2 r} bestimmt wird. Bestimmen Sie

den Fixpunkt von f.

(2) A = (aij) sei eine n-reihige, guadratische, reelle Matrix,E=(61j)

sei die n-reihige Einheitsmatrix und B = (bij) sei gleich E - A =

(Bij-aij). .

(a) Zeigen Sie: gilt Max{ I lbijlli € {1,...,n}} < 1, so hat das Glei-
j=1

chungssystem Ax = b fUr jeden n-reihigen reellen Vektor b genau

eine Losung x. [Hinweis: Forme die Gleichung Ax = b Hugivalent um
zu Bx + b = x und benutze die Tatsache, dag R bzgl. der Maximum-
Metrik dM nach 3.1.11(1), 3.1.12(1) und 2.2.9(2) vollstindig ist.)

(b) Zeigen Sie, daB das Gleichungssystem

e -1, =

2 3Y

1 1., _

Xt oy = 1
die Voraussetzungen von (a) erflillt, und berechnen Sie, ausgehend
von x, =y, =0 die ersten 3 Iterationen. Bestimmen Sie die Re-

kursionsformeln fir X, und Yn und zeigen Sie, daB (xn,yn) gegen

die Ldsung (x,y) des Gleichungssystems konvergiert.
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3.4 DER BAIRESCHE KATEGORIENSATZ

3.4.1 DEFINITION

Eine Teilmenge A von X heifit

(1) ningends dicht in X, wenn int(clA) = @ gilt,

(2) von 1. Kategorie oder mager in X, wenn es eine Folge (An) nirgends
=]
dichter Teilmengen von X mit A = U An gibt,

1

(3) von 2. Kategordie oder fett in X, wenn A nicht mager in X ist.

Ein metrischer Raum X heiBt von . Kategorie, wenn X fett in X ist.

3.4.2 BEMERKUNG
Ist x ein {solienten Punkit von X, d.h. gilt int{x} = {x}, so ist jede

Teilmenge A von X, die x enthdlt, fett in X. In diesem Fall ist die
Aussage, eine Menge sei fett in X, wenig nilitzlich. Enthdlt X hingegen
keine isolierten Punkte, so besagt das Fettsein einer Teilmenge A von
X, daB8 A "sehr viele" Elemente enthdlt, z.B. ist jede h&chstens ab-
zdhlbare Teilmenge von X offenbar mager, jede fette Teilmenge von X
also iberabzdhlbar. Enthdlt insbesondere X keine isolierten Punkte
und ist X von 2. Kategorie, so ist X in gewissem Sinne "sehr grogs8",
und obige Begriffsbildungen erweisen sich als sehr niitzlich. Typische
Anwendungen sind Existenzsdtze der folgenden Art: Ist A eine magere
Teilmenge eines Raumes X von 2. Kategorie, so ist X\A nicht leer, so-
gar fett in X.

Gelingt es uns 2.B. zu zeigen, daB8 R von 2. Kategorie ist, so kdnnen
wir hieraus unmittelbar folgern, daB es irrationale Zahlen gibt, ja
sogar Uberabz&hlbar viele, ohne daB wir eine einzige derartige Zahl

konstruieren miissen.

3.4.3 THEOREM (Baineschenr Kategendiensatz)
Jeden ndicht-teene, vollstdndige metrische Raum X 44t von 2. Kategonie.
Fin jede magene Teilmenge A von X {8t X\A dicht 4in X.

Beweis:

Es genigt, den zweiten Teil der Aussage zu beweisen, denn der erste
Teil folgt dann flir A = X per Widerspruchsbeweis. Sei X ein nicht-
leerer, vollstdndiger metrischer Raum, sei A < X mager, sei x € X

ein beliebiger Punkt von X und sei U eine offene Umgebung von x.

Durch Induktion wird eine Folge (Un) nicht-leerer offener Teilmen-

gen von X folgendermaBen definiert (dabei sei (An) eine Folge nirgends
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(=<
dichter “eilmengen von X mit A = U An):
1

Induktionsanfang: Da A, nirgends dicht in X ist, ist U keine Teilmenge

1
von clA1. Somit existiert ein X, €0 und eine offene Umgebung U, von

X, mit diam U1 < 1 und clU1 c U\ clA1:

1

Induktionsschritt: Seien UgreesslUy definiert. Da A nirgends dicht

n+1
in X ist, ist U, keine Teilmenge von clAn+1. Somit existiert ein
von x

mit diam U und

<«
+1 n+1 n+1 n+1
Folglich ist (Un) eine monoton fallende Folge

xn+16 Un und eine offene Umgebung Un

ClUn+1 < Un \ ClAn+1'

nicht-leerer Mengen mit 1lim diamiUn) = 0. Nach 3.1.13 gilt
n-sxoe

<

n clUn # @. Aus y € N clUn folgt einerseits y € U, anderseits
1 1
y € An fiir jedes n, also y £ A, somit y € U N (X\A). U war beliebige

offene Umgebung von x. Also ist x Berlihrpunkt von X\A. x war beliebi-
ger Punkt von X. Also ist X\A dicht in X.

3.4.4 DEFINITION
Ein Punkt x € X heiBt {scfiert in X, falls {x} offen in X ist (d.h.

falls int{x} = {x} gilt). Ein metrischer Raum X heiBt {in sich dicht,

falls er keine isolierten Punkte besitzt.

3.4.5 SATZ
Jeden nicht-Reene, 4in sich dichte, vollstidndige metnische Raum hat
iiberabzdhlban viele Punkte.

Beweis:
Jede hdchstens abzdhlbare Teilmenge ist mager.
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3.4.6 ANWENDUNG DES BAIRESCHEN KATEGORIENSATZES AUF LIMITES VON
FOLGEN STETIGER FUNKTIONEN

(1) DEFINITIOHN

Eine Funktion f: X - R heifit einfacher (oder punktwediser) Limes einer
Folge (f ) von Funktionen f : X -» R, falls fiir jedes x € X die Folge
(fn(x)) in IR gegen f(x) konvergiert.

(2) satz

Ist E: IR - IR ednfachenr Limes einen Folge (£,) stetigen Funktionen
f8 IR - IR, 80 {4t die Menge U = {x € R If nicht stetig in x) dex Un-
stetigheitspunkte von £ mager in R.

Beweis:
= . - 1
U = U[Unln € N} mit U, = {x € Kilmf(x) 2 =
daB jedes Un nirgends dicht in R ist. Wire U, nicht nirgends dicht
o

}. Es geniligt zu zeigern,

in IR, so gdbe es ein abgeschlossenes Intervall A < U, mit positiver
o

L&nge. Wegen A = U{Amlm € N} mit

A = {x € A | fir alle i 2 m gilt |£(x) - fi(x)l <

- }  folgte aus

L
5nO
dem Baireschen Kategecriensatz, daB nicht alle Am nirgends dicht in dem
vollsténdigen mnetrischen Raum A sein k8nnten. Es gidbe somit ein

m, € IN und ein nicht-leeres offenes Intervall B < clAm c A. Sei
(o)

X, € B. Wegen der Stetigkeit von fm gébe es ein Intervall C mit
o}

1
X € C € B, so daB aus x € C stets Ifmo(xo) - fmo(x)l < 533 folgte.
Somit wiirde aus x € C und y € C stets
HE(x) - £(y)] < I£(x) - fmo(x)l + Ifmo(x) - fmo(xo)l

+ Ifmo(xo) - fmo(y) |

4 .
+ £ (y) - £(y)l £ & <folgen.
m, Sn,
, " 4 1 ; .
Folglich gilte mf(xo) < mf(C) < EE; H; im Widerspruch zu Xy € Uno.
Somit ist jedes U, nirgends dicht in IR, also U mager in R.
(3) FOLGERUNG
1, falls x € Q@

Die dunch x b deginiente Abbildung XQ: R - R

0, falls x € T
{81 nicht einfachen Limes einen Folge stetigen Funkticnen von R nach
R.

3.4.7 AUFGABEN

Zeigen Sie:
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(1) Jede Vereinigung endlich vieler nirgends dichter Teilmengen von X

ist nirgends dicht in X.

(2) Jede Vereinigung h&chstens abzdhlbar vieler magerer Teilmengen von

X ist mager in X.
(3) P = R\@ ist fett in R.

(4) A ist genau dann nirgends dicht in X, wenn eine Teilmenge von X\A

existiert, die in X offen und dicht ist.

(5) X ist genau dann von 2, Kategorie, wenn in X jeder Durchschnitt
h&chstens abzdhlbar vieler offener, dichter Mengen nicht leer ist.

(6) In E!Z ist die Menge IR x @ iiberabz&dhlbar und mager.

(7) Ist A dicht in X, so ist X genau dann in sich dicht, wenn der Teil-

raum A in sich dicht ist.

(8) X ist genau dann topologisch isomorph zu einem diskreten metri-

schen Raum, wenn jeder Punkt von X isoliert in X ist,

(9) Jeder abzidhlbar unendliche vollstdndige metrische Raum besitzt
unendlich viele isolierte Punkte.

(10) Seien X ein nicht-leerer, vollstdndiger metrischer Raum und F ei-
ne Menge stetiger Abbildungen von X nach IR, so daB aus x € X stets
Sup (f(x)If € F} < = folgt. Dann existiert eine nicht-leere offene
Menge A in X mit Sup {f(x)If € F und x € A} < =,

3.4.3 AUFGABEN
(1) Zeigen Sie, daf fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von X die

durch

1, falls x € A
X b [ 0, falls x € X\A
Limes einer Folge stetiger Funktionen von X nach IR ist. [Hinweis:
3.2.8(2) und 2.3.31].

definierte Abbildung XA: X -» IR einfacher

(2) Zeigen Sie, daB fiir jede endliche Teilmenge E von X die durch
1, falls x € E

0, falls x € X\E
Limes einer Folge stetigef Funktionen von X nach R ist.

X b { definierte Abbildung XE: X -+ IR einfacher

(3) Gibt es eine Abbildung g: R -~ R mit IP = {x € IRIg stetig in x}?
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3.5 TOPOLOGISCH VOLLSTANDIGE RAUME

Ist f: X » Y ein topologischer Isomorphismus, so ist eine Teilmenge A

von X offenbar genau dann nirgends dicht (mager, fett) in X, wenn f[A]
nirgends dicht (mager, fett) in Y ist. Die Begriffe "nirgends dicht",
"mager” und "fett" sowie der Begriff "X ist von 2.Kategorie" sind somit
topologische Begriffe. Der Begriff "vollstdndig"” ist hingegen ein uni-
former Begriff. Beim Baireschen Kategoriensatz wird aus einer unifor-
men Voraussetzung (X nicht-leer und vollstdndig) eine topologische Fol-
gerung (X von 2. Kategorie) gezogen. Jeder derartige Satz 1l&Bt sich
sofort dadurch verbessern, daB man die Voraussetzung nur bis auf topo-
logische Isomorphie fordert, d.h. im Falle des Baireschen Kategorien-
satzes: Ist X topologisch isomorph zu einem nicht-leeren, vollstdndi-
gen Raum, so ist X von 2. Kategorie, Hieraus folgt z.B. unmittelbar,
daB ]0,1[ - obwohl nicht vollstdndig - von 2. Kategorie ist. Dieser
Sachverhalt deutet an, daB Riume, die zu einem vollstdndigen Raunm to-
pologisch isomorph sind, - auch wenn sie nicht ganz so schdn zu sein
brauchen wie vollstindige Riume -, doch einige angenehme topologische

Eigenschaften mit vollstdndigen Rdumen gemeinsam haben.

3.5.1 DEFINITION

Ein metrischer Raum heiBt topofogdisch vollLstidndig, wenn er zu einem

vollstidndigen metrischen Raum topologisch isomorph ist.

3.5.2 FOLGERUNG
Jeden nicht-fLeene, topologisch vollfstindige Raum (st von 2. Kategondie.

Bewelis:
Sei f: X » Y ein topologischer Isomorphismus, und sei Y vollstdndig.

Widre X nicht von 2. Kategorie, so gdbe es eine Folge (An) nirgends

-]
dichter Teilmengen von X mit X = U An. Also wdre (f[An]) eine Folge

[--]

nirgends dichter Teilmengen von ¥ mit ¥ = U f[An] im Widerspruch zum
1

Baireschen Kategoriensatz.

3.5.3 BEMERKUNG
X = (X,d) ist genau dann topologisch vollstindig, wenn es eine zu d

topologisch &dquivalente Metrik d* so gibt, daB (x,da%) vollstdndig ist.

3.5.4 BEISPIELE
(1) Jeder vollstindige Raum (insbesondere R und [0,1])ist topologisch

vollstdndig.
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(2) ]O,1[ ist topologisch vollsténdig, aber nicht vollstidndig.

(3) @ ist nicht topologisch vollstdndig, weil @ nicht von 2. Kategorie

ist.

(4) P = \Q ist, wie wir in 3.5.7 sehen werden, topologisch voll-
stdndig.

3.5.5 SATZ
18t X topologisch vollsiindig, sc gilt:
(1) Jeden abgeschlossene Teilraum von X 48t topologisch vollsidndig.

(2) Jeder ofgene Teilraum von X ist topologisch vollfstindig.

(3) Jeder Dunchschnitt A = 0NA edinexr Fofge (A)) topologisch vollsztdan-

digen Teifndume von X {8t topclogisch vollstindig.

(4) Jedern G -Tedilfraum von X &4t fopologdisch vollatindig.

&
Beweis:

Sei X = (X,d), und sei d* eine zu d topologisch dquivalente Metrik
auf X, so daB (X,d*) vollstdndig ist.

(1) Ist A abgeschlossene Teilmenge von X und sind d, bzw. d; die von 4
bzw. d* induzierten Metriken auf A (d.h. d) = d|A x A bzw.

d; = d*|A x A), so sind dA und d; ebenfalls topologisch dquivalent,
und (A,d;) ist nach 3.1.10 vollstédndig.

(2) 1st A eine offene Teilmenge von X, so wird durch 4'(a,b) =

* 1 1 " 3 " (g 3 *
a*(a,b) + | ISETE AT - TISEE T | ("dist" beziglich d*), wie

man leicht nachrechnet, eine Metrik d' auf A definiert.

Konvergiert eine Folge (an) in A gegen einen Punkt a € A bzgl. d', so
erst recht bzgl. d;, denn es gilt d;(a,b) £ d'(a,b) fir alle a € A und
b € A. Konvergiert umgekehrt eine Folge (an) in A gegen einen Punkt

a € A bzgl. d;, so gilt

1 1
lim dist(an,x\A) dist(a,x\A)l
N

1 _ 1
dist(a,X\a) dist(a,X\A)I
(an) auch bzgl. d' gegen a. Die Metriken d; und d' sind somit topolo-
gisch dquivalent. Ist (an) eine Cauchy-Folge in (A,d'), so ist (an)

erst recht Cauchy-Folge in (x,d%y, konvergiert also gegen ein x € X

' N *
lim 4 (an,a) lim d (an,a) +

N0 <o

=0 + = 0. Also konvergiert

bzgl. a*. Liegt x in A, so konvergiert (an) gegen x bzgl. d'. Ldge x
nicht in A, so wilrde fir jedes feste n gelten



- 71 -

1
n * ey -

1
n'X) * Idist(an,X\A)

[}

. : *
lim d'(an,am) lim d (an,a
M-+ M=o

d*(a

:
Um aro% @ X&) |

m-oo

—eo|=eo,

im Widerspruch zu der Voraussetzung, daB (an) eine Cauchy-Folge bzgl.
d' bildet. Also ist (A,d') vollstidndig.

(3) Fir jedes n sei dn eine zu dA topologisch dquivalente Metrik auf
n

An, so daB (An,dn) vollstdndig ist. Dabei k8nnen wir wegen 2.2.9(5)
ohne Beschridnkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB fir a € An und

-]
b € A stets d_(a,b) < 1 gilt. Auf A= N A wird durch d4'(a,b) =
n n on 1 n

z dn(a,b) eine Metrik d' definiert. Konvergiert eine Folge (an) in A
n=1
gegen ein a € A bzgl. d', so erst recht bzgl. jedem dn und somit bzgl,

d. Konvergiert umgekehrt eine Folge (an) in A gegen ein a € A bzgl. 4,
so bzgl. dn fir jedes n. Hieraus folgt, daB (an) bzgl. d' gegen a kon-

=]
vergiert, denn fir jedes € > O gibt es ein r mit I lﬁ < %, und fir
n=r+1 2
. s . : £
jedes i = 1,...,r gibt es ein n,, so daB aus m 2 n; stets di(am,a)< 5r
folgt, Also folgt aus m 2 max{n1,n2,...,nr} stets
= € €
d (am,a) = §=1 dn(am,a) <r o5z + 5 = €. Somit ist 4' zu dA topolo-

gisch dquivalent. Ist (an) Cauchy-Folge in (A,d'), so ist (an) Cauchy-
Folge bzgl. jedes dm, konvergiert also in jedem Raum (Am,dm) gegen ei-
nen Wert a, der {(wegen der Kquivalenz der Metriken dm|A x A) nicht von
m abhdngt und somit in A = n Am liegt. Folglich konvergiert (an) in
(A,d') gegen a. Also ist (A,d') vollstidndig.

(4) folgt unmittelbar aus (2) und (3).

3.5.6 SATZ

Fin jede Teifmenge A edines topologisch voflstindigen Raumes X sind die
§olgenden Bedingungen dquivalent:

(a) A 481 topologisch vollstindig.

(b) A {82 eine Gg-Henge 4in X.

Beweis:
(b) = (a) folgt unmittelbar aus 3.5.5(4).

(a) = (b): Sei £: A -+ Y ein topologischer Isomorphismus von A auf ei-
nen vollstdndigen Raum. Nach dem Fortsetzbarkeitstheorem fiir stetige
Abbildungen in vollstdndige Riume (3.2.13) existiert eine A umfassen-
de Gg—Menge B in X mit B « clA und eine stetige Fortsetzung G: B - ¥
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von £. Aber f kann auf keinen Punkt von clA\A stetig fortgesetzt wer-
den, denn ist (an) eine Folge in A mit (an) -+ X, so gilt flir jede ste-
tige Fortsetzung h von f: (a ) = (f_1(h(an))) - f—1(h(x)), also

x = £ 1(h(x)) € A. Somit gilt A = B, und A ist eine Gg-Menge in X.

3.5.7 FOLGERUNG 1
P {8t topologisch vollstindig.

Beweis:
P = N IR\{r} ist eine GS—Menge in R (vgl. 3.5.5(2),(3)).
reQ

3.5.8 FOLGERUNG 2
Q L8t hedne Gg-Menge in IR.

Beweis:
@ ist nach 3.5.4(3) nicht topologisch vollstdndig.

3.5.9 AUFGABE
Gibt es einen Raum von 2. Kategorie, der nicht topologisch vollstédndig
ist?

3.5.10 AUFGABEN

Zeigen Sie:

(1) Fir jede stetige Abbildung f: A - Y eines Teilraumes A von X in
einen topologisch vollstidndigen Raum Y existiert eine A umfassende

G.-Menge B in X und eine stetige Fortsetzung g: B —» Y von £.

&
(2) Ist X topologisch vollstdndig und in sich dicht, so enthdlt jede
nicht-leere offene Teilmenge von X iliberabzdhlbar viele Punkte.

(3) Der Durchschnitt jeder Folge dichter Gg-Mengen in einem topolo-

gisch vollsténdigen metrischen Raum X ist dicht in X.

(4) Fiir jedes Intervall I von R (d.h. jede Teilmenge I von IR mit
(a <b<cund {a,c] € I) = b € I) ist I topologisch vollstdndig.

3.6 VERVOLLSTANDIGUNG METRISCHER RAUME
In den vorigen Abschnitten ist deutlich geworden, daf vollstdndige me-

trische Riume eine Reihe angenehmer Eigenschaften haben (man denke
z.B. an den Banachschen Fixpunktsatz, den Baireschen Kategoriensatz
und den Fortsetzbarkeitssatz fiir gleichmdBig stetige Abbildungen in
vollstindige R3ume). Nicht vollstdndige R#ume (z.B. @) haben i. allg.
keine der genannten kigenschaften und sind deshalb erheblich schlech-
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ter zu handhaben. Mit dieser Situation wurden wir bereits in der Ana-
lysis konfrontiert, und wir haben dort eine Methode kennengelernt, die
Mathematiker in derartigen Fdllen oft und gerne anwenden. Hat ein Ob-
jekt mathematischer Untersuchungen nicht die gewiinschten angenehmen
Eigenschaften, so kann man versuchen, das Objekt in ein gr&B8eres Ob-
jekt "einzubetten”, das die gewlinschten angenehmen Eigenschaften hat.
Gelingt das und ist die Einbettung zudem noch besonders iibersichtlich,
so spart man sich oft viel Brger. In der Analysis wurde der unvoll-
stdndige Raum Q deshalb in den vollstd@indigen Raum R eingebettet. Manch
einem mag die Analysis zwar nicht immer leicht vorgekommen sein, die
Vorstellung allerdings, Analysis in Q statt in R betreiben zu missen,
ist ein Alptraum. Viele Dinge wiirden {iberhaupt nicht funktionieren
(schon das Wurzelziehen ginge ja nicht mehr) und andere wiirden furcht-
bar kompliziert. Ohne die geniale Ides, reelle Zahlen zu erfinden, um
@ zu vervollstdndigen, widre Analysis in der heutigen Gestalt ganz un-
denkbar. Somit ergibt sich in unserem Zusammenhang ganz natiirlich die
Frage, ob es mdglich ist, jeden metrischen Raum in einen vollstdndigen
metrischen Raum einbetten zu kdnnen, d.h. ihn als Teilraum eines ge-
eigneten vollstdndigen metrischen Raumes auffassen zu kdnnen. Das
Hauptergebnis dieses Abschnittes gibt eine positive Antwort auf diese
Frage. Ist insbesondere X ein Teilraum des gﬂl, so ist jeder abge-
schlossene Teilraum des ;gl, der X umfaBft, ein vollstdndiger Raum, der
X als Teilraum besitzt. I. allg. l&Bt sich ein Raum X also in sehr
verschiedene vollstindige Riume einbetten. Unter allen vollstdndigen,
X umfassenden Riumen gibt es aber einen "kleinsten", der dadurch cha-
rakterisiert ist, daB X dicht in ihm liegt. Diesen werden wir die
Vervollstdndigung von X nennen. Ist insbesondere X ein Teilraum von
gﬁl, so ist der durch die abgeschlossene Hiille von X in gil gebildete
Teilraum von R die Vervollsttindigung von X. Speziell ist gii die

Vervolistdndigung von gf fir jedes n.

3.6.1 DEFINITION
Der metrische Raum Y heiBt Vervollsiindigung des metrischen Raumes X,

wenn gilt:
(1)

Y ist ein vollstdndiger metrischer Raum,
(2) X ist ein dichter Teilraum von Y.

Bevor wir eine Vervollstidndigung von X konstruieren, wollen wir zei-

gen, daB es "im wesentlichen"” nur eine solche gibt:
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3.6.2 SATZ
Sind Y, und Y, Vervolflstiandigungen von X, 80 gibt es einen metadlschen

Tsomonphismus £ Y, Y, mit £(x) = x 4dr afle x € X.

Beweis:
Nach dem Fortsetzbarkeitssatz fiir gleichmdBig stetige Abbildungen in
vollstdndige R&ume (3.2.3) gibt es eine gleichmdBig stetige Abbildung
f: 1 Y,

mente von Y1 und (xn) bzw. (xé) Folgen in X mit (xn) -+ y und (xA)A*y',

mit f{x) = x fir alle x € X. Sind y und y' beliebige Ele-

so gilt (f(xn)) - f(y) und (f(xﬁ)) + f(y'). Somit gilt wegen der Ste-
tigkeit von 4 (vgl. 2.1.15(3))
d(f(y), £(y")) = lim d(f(x,), f(Xﬁ)) = lim d(xn,XA) = d{y.y').

N n-seo
(Uberlegen Sie sich, daB £ insbesondere injektiv ist.)
Also ist der durch f[Yll bestimmte Teilraum von Yz metrisch isomorph

zu Y

iy

X c f[Y1] cyY

somit vollstidndig und nach 3.1.10 abgeschlossen in YZ‘ Wegen

= ¢l X folgt hieraus f[Y1] = Y,, d.h. f: ¥, > Y, ist

2

ein metrischer Isomorphismus.

3.6.3 SATZ
Ist ein metrischen Raum X metnisch isomonph zu ednem Tedllnaum edines
volfstindigen Raumes, 80 hat X eine Vervollstdndigung.

Beweis:

Ist X metrisch isomorph zu einem Teilraum eines vollstdndigen Raumes,
so ist X metrisch isomorph zu einem dichten Teilraum X' eines voll-
stdndigen Raumes Y, denn abgeschlossene Teilrdume von vollstdndigen
Riumen sind nach 3.1.10 vollstédndig. Identifiziert man in Y den Teil-

raum %' mit X, so erh&lt man eine Vervollstdndigung von X.

3.6.4 THEOREM {Einbettungssatz §in metrische Rdumel

Jeder metnische Raum X = (X,d) (st metrisch {somorph zu edinem Tell-
naum des vollstdndigen metnischen Raumes B(X) = (B(X),d') aflen be-
schrndnkten Abbildungen f: X - IR miz den 4n 1.1.4 defindienten Supremum-
Metnik d'.

Bewels:

Der Raum B(X) ist nach 3.1.11(4) vollstdndig. Ist X = @, so ist (X,d)
offenbar zu einem Teilraum von B(X) isometrisch isomorph. Andernfalls
sei a ein festes Element von X. FUr jedes x € X wird durch
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y bk» d(y,x) - d(y,a) eine Abbildung fx: X » IR definiert, Wegen
Ifx(y)l = ld(y,x) - d{y,a)l < d(x,a) ist £, beschrénkt und somit ein
Element von B(X). Durch x |- fX wird also eine Abbildung £: X - B(X)
definiert. Fir beliebige Elemente x € X und x' € X gilt einerseits
lfx(x) - fx,(x)l = ld(x,x) - d(x,a) - d(x,x') + d(x,a)l = d(x,x"')
und andererseits filir alle y € X

I£.(y) - £ . (y)i

ld(y,x) - d{y,a) - d(y,x') + d(y,a)l
ld(y,x) - d(y,x')i < d(x,x').

Hieraus folgt d'(fx,fx,) = 5:5 Ifx(y) - fx.(y)l = d(x,x").

(Insbesondere ist f injektiv.) Also ist X metrisch isomorph zu dem

durch f[(X] bestimmten Teilraum von B(X).

3.6.5 THEOREM (Veavollstdndigungssatz {in metrdische Rdume)
Jeden metndische Raum hat eine Vervolistindigung.

Beweis:

Das Ergebnis folgt unmittelbar aus den beiden vorangegangenen Sdtzen.

3.6.6 DEFINITION

Die nach 3.6.5 existierende und nach 3.6.2 "im wesentlichen" eindeu-

tige Vervollstdndigung von X werde mit Compl X bezeichnet. Compl ist

eine Abkiirzung des englischen Wortes completion (= Vervollstdndigung).

3.6.7 BEISPIELE

Ist A eine Teilmenge von R” und ist B = clA die abgeschlossene Hillle

von A in ;33, so ist B Vervollstdndigung von A. Insbesondere ist }il
Vervollstdndigung von gﬁ und von Eﬂl, [0,11" ist Vervollstindigung

von ]O,1[n und von [0,1{n und }51_= fr € IR|lr > 0} ist Vervollstdndi-
gung von (r € R Ir > O}. Hieraus folgt uw.a., das Compl ]JO,1[\]O,1[ =

{0,171} zweipunktig und Compl {r € R Ixr > O}\{r € Rir > 0} = {0} nur

einpunktig ist. Das liefert - zusammen mit dem folgenden Satz - einen
besonders einfachen Beweis dafiir, daB ]O,1{ und {r € RIr > 0} nicht

uniform isomorph sind.

3.6.8 SATZ (Venvollstdndigung L4% ein uniformes Konzept)
Sind X und Y unifoam {somonph, 80 sind auch

(1) Compl X und Compl Y uniforam isomorph,

(2) Compl X\X und Compl Y\Y uniform {somorph.

Beweis:

Ist £: X » Y ein uniformer Isomorphismus mit g = £ Y - X, so exi-
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stieren nach dem Fortsetzbarkeitstheorem fiir gleichméBig stetige Ab-
bildungen in vollstdndige Rdume (3.2.3) gleichmiBig stetige Fortset-
zungen f': Compl X - Compl Y von f und g': Compl Y - Compl X von g.
Somit ist g' o f': Compl X -+ Compl X ebenso wie die Identitit

id: Compl X —» Compl X eine gleichmdBig stetige Fortsetzung der durch

X b x definierten Abbildung X - Compl X. Wegen der Eindeutigkeit der
Fortsetzung folgt hieraus g' » £' = id. Analog gilt f' - g' = id. So-
mit ist £': Compl X - Compl Y ein uniformer Isomorphismus mit

g' = (f')-1. Aus £'[X] = £[X] = Y folgt £'[Compl X\X] = Compl Y\Y. Al-
so induziert f' einen uniformen Isomorphismus Compl X\X - Compl Y\Y.

3.6.9 THEOREM [Charakterisd{erungssatz fin topologisch vollstidndige
Riume )

182 X ein metrischen Raum, s0 sind dquivalent:

(a) X i8¢ topofogisch vollstindig.

(b) X {82 eine Gg-Menge 4in Compl X.

() X 48t Gy-Menge eines votlstdndigen Raumes Y.

Beweis:
(a) = (b) und (c) = (a) folgen unmittelbar aus 3.5.6.
(b) = (c) ist trivial.

3.6.10 BEMERKUNG

Wegen der Wichtigkeit des Vervollstdndiqgungssatzes fiir metrische R&u-

me (3.6.5) wollen wir hier noch einen zweiten, von Felix Hausdorff
stammenden Beweis skizzieren, welcher der Konstruktion von IR aus @
mittels Cauchy-Folgen nachgebildet ist. (Der vorher dargestellte Be-

weis stammt von K. Kuratowskil) Zundchst einige Vorbereitungen:

(1) Sind (xn) und (yn) Cauchy-Folgen in X, so konvergiert die Folge
(d(xn,yn)) in IR.

Beweis:

Zu jedem € > O existiert ein n, so daB aus m 2 n und m' 2 n sowohl
d(xm,xm.) < % als auch d(ym,ym.) < % folgt. Aus m,m' 2 n folgt insbe-
sondere d(xm,ym) S dlxp,x o) + dlxgo,yp.) + d(ym.,ym)< Alx vy} +E
und ebenso d(xm,,ym.) < d(xm,ym) + €, also Id(xm,ym)-d(xm.,ym,)l < E.
Die Folge (d(xn,yn)) ist somit Cauchy-Folge in dem vollstdndigen

Raum IR, konvergiert also.

(2) Ist (xn) Cauchy-Folge in X, so gilt lim lim d(xn,xm) = O.

N M-
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Beweis:

Flir festes n ist die konstante Folge (a) mit a = X Cauchy-Folge; al-
so konvergiert (d(a,xm)) = (d(xn,xm)) nach (1) gegen einen Wert L
Offenbar gilt r, s diam{xmlm > n}. Also konvergiert die Folge (rn) nach
3.1.3 gegen O.

(3) Ist A dicht in ¥ und konvergiert jede Cauchy-Folge (an) in A gegen
ein y € ¥, so ist Y vollstédndig.

Beweis:

Ist (yn) eine Cauchy-Folge in Y, so gibt es 2u jedem n ein 2, € A mit
d(yn,an) < %. Eine derart gebildete Folge (an) ist zu (yn) benachbart,
also nach.3.1.7 ebenfalls eine Cauchy-Folge. Konvergiert (an) gegen Yy,
so konvergiert nach 1.3.16 auch (yn) gegen y.

(4) Der Raum der Bguivalenzklassen von Cauchy-Folgen:
Sei C die Menge aller Cauchy-Folgen von X. Durch ((x_),{y,)) ~
lim d(xn,yn) wird eine Abbildung 4': C x C - R definiert (vgl. (1)).

Nowx

Offenbar gilt:

(a) (xn) = (yn) = d'((xn),(yn)) =0,

(b) d'((xn),(yn)) d'((yn),(xn)),

(c) d'((xn),(yn)) < d'((xn),(zn)) + d'((zn),(yn))-

Die Abbildung 4' erfiillt also beinahe die Axiome filir eine Metrik auf
C. Es gilt aber i. allg. nicht d‘((xn),(yn)) =0 = (xn) = (yn). Viel-
mehr gilt: d'((xn),(yn)) =0 = (x)) und (yn) sind benachbart.

Die Benachbartseinrelation ist eine Aquivalenzrelation auf C. Sei Y
die Menge aller zugehdrigen Aguivalenzklassen., Flr (xn) € C bezeichne
[(xn)] die zugehdrige HAquivalenzklasse. Aus [(xn)] = [(xﬁ)] und
((y)] = [{y))] folgt, wie man leicht sieht, d'((x),(y ) =
d'((x}),(y!)). Somit gibt es eine Abbildung d*: Y x Y - Rr*Y nit
a*([(x )], [y )]) = @' ((x),(y)) fir alle (x_ ) € C und (y ) € C. Of-
fenbar ist d* eine Metrik auf Y, das Paar (Y,d*) also ein metrischer
Raum. Bezeichnet (x) fir jedes x € X die durch x_ = x definierte kon-
stante Folge (xn), so wird durch x - [(x)] eine Abbildung h: X - Y
definiert. Offenbar gilt d*(h(x),h(y)) = d(x,y) flir alle x € X und

y € X. Somit ist X metrisch isomorph zu dem durch A = ([(x)]1x € X}
bestimmten Teilraum von ¥. A ist dicht in ¥Y; denn ist y = [(xn)] €Y,
so ist flir jedes feste n die durch die konstante Folge (xn) bestimmte

Aquivalenzklasse a, = [(xn)] ein Element von A, und die Folge (an)

konvergiert in Y gegen Y. Letzteres folgt aus lim d*(an,y)
n-w
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lim lim d(xn,xm) = 0. Ist (an) eine Cauchy-Folge in A, so gibt es zu
n—+co M-

jedem n genau ein Xy € X mit a, = [(xn)]. Die Folge (xn) ist Cauchy-

Folge in X. Also ist y = [(xn)] ein Element von Y. Wegen lim d*(an,y)=
n-co

lim lim d(x ,xm) = O konvergierxt (an) in Y gegen y. Somit ist Y nach

-0’ M- n

(3) vollstdndig.

3.6.11 AUFGABEN
(1) Sei X = @ x JO,1[. Auf X wird durch
ly - y'l, falls x = x'

d((le)r(x.lY|)) =
Ix - x'l +y +y', falls x # x'

eine Metrik definiert. Beschreiben Sie die Vervollstdndigung Compl X

von X = (X,d).

{2) Seien X und Y die durch X = (]-1,1[ = (0}) v ({0} x ]O,1[) und

Y = (1-1,10 = (0}) v ({0} x 1-1,1[) bestimmten TeilrZume von R> .

Priifen Sie, ob X und Y uniform isomorph sind.

3.6.12 AUFGABEN
Zeigen Sie

(1) Folgende Aussagen sind &dugivalent:

(a) X ist offen in Compl X

(b) Jeder Punkt von X besitzt eine vollstdndige Umgebung U in X (d.h.
U ist vollstdndig).

(c) Compl X\X ist vollstdndig.

(2) Folgende Aussagen sind &dquivalent:
(a) X ist vollstdndig.
(b) Fiir jeden metrischen Raum ¥ gilt: ist X Teilraum von Y, so ist X

abgeschlossen in Y.

(3) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Fiir jeden metrischen Raum Y gilt: ist X Teilraum von ¥, so ist X
offen in Y.

(b) X = @.





